3. feladat. Miért olyan nagyok a csillagok?

A csillagok forré gazgémbok, melyek ragyogasit a belsejiikben lezajlé magfuzio adja. Leggyakoribb esetben e
folyamat soran hidrogénbdl hélium keletkezik. Ebben a problémaban klasszikus mechanikai, illetve kvantummechanikai
fogalmak, valamint elektrosztatikai, termodinamikai 6sszefiiggések segitségével keressiik a valaszt arra a kérdésre, hogy
kritikus tOmeg és sugar értékét is meghatarozzuk. (A Naprol, mint csillagrol lathato kép a hatso belsé boriton jobbra
kézépen.)

Fontos fizikai allandék:

gravitacios allandé: G = 6,7 - 10~ m3kg™

Boltzmann-allandoé: k=1,4-10"2% J K™ ';

Planck-allandé: h = 6,6 - 1073 m%kg s,

proton témege: m, = 1,7 - 10727 kg;

elektron tomege: m, = 9,1 - 107! kg;

elemi toltes: ¢ = 1,6 - 10712 C;

vakuum permittivitas: eg = 8,9 - 1072 C?2N~'m~2;

Nap sugara: Ry = 7,0 - 10% m;

Nap tomege: My = 2,0 - 10%° kg.
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1. Csillagok kézponti hdmeérsékletének klasszikus becslése

Tegyiik f6l, hogy a csillagot formald gaz tiszta ionizalt hidrogén, azaz elektronok és protonok azonos aranyu
hogy 10™'° méternél kozelebb keriiljenek egymashoz, mivel csak ilyen kis tavolsag esetén valik a rovidtavi magerd
meghatarozova. Azonban ahhoz, hogy ilyen kozel keriiljenek egymashoz, le kell gy6zniiik a Coulomb-taszitést. Tegyiik
fel, hogy két klasszikus, pontszeri részecskének tekintett proton v,n,s nagysaga, egymassal ellentétes iranyua sebességgel
halad egymas felé egy egyenes mentén, és frontalisan iitkozik. Itt vyns a termodinamikai atlagsebesség (sebességnégyzet
atlaganak a gyoke; az index az angol root-mean-square kifejezésre utal).

1.a. Hatarozd meg azt a kritikus 7, hémérsékletet, amely esetén két iitkoz6 proton kozti minimalis d. tavolsag
éppen 10715 m! A keresett értéket, és ebben a feladatban minden tovabbi szamszeri eredményt két értékes jegyre adj
meg!

2. Annak igazolasa, hogy az el6z6 hémérséklet-becslés hibas

Ahhoz, hogy ellendrizziik el6z6 becslésiink megbizhatosagat, még egy fiiggetlen modszerre van sziikségiink a csil-
lagok kozponti hémérsékletének meghatarozasara. Egy valodi csillag felépitése meglehetGsen bonyolult, de néhany
egyszertsits feltevés hasznalataval a lényeget konnyen megérthetjiik. A csillagok egyensilyban vannak, ami azt jelenti,
hogy se nem tagulnak, se nem htzdédnak Gssze, mert a befelé mutaté gravitacios erd egyensulyt tart a kifelé mutatd
nyoméssal (6. d@bra). Egy, a kozépponttol r tavolsaghan levs gazréteg hidrosztatikai egyensilyat a
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egyenlet fejezi ki, ahol P a géz nyomésa, G a gravitaciés allandd, M, a csillag r sugara gomboén beliil es§ részének
tomege, o, pedig a gazréteg stirtisége.

P

AP = Py — Pye

6. dbra. A csillagok hidrosztatikai egyenstulyban vannak, a nyoméas-valtozassal a gravitacioé tart egyensulyt

A csillag kozponti hémérsékletére nagysagrendi becslést kaphatunk, ha a paramétereknek a kdzéppontban és a
csillag felszinén felvett értékét hasznéljuk, tehat a kovetkezd kozelitésekkel éliink:

AP ~ Py — P,
ahol P. a kozponti, Py pedig a feliileti nyomas. Mivel P, > P, feltehetjiik, hogy
AP =~ —P..



Ugyanezzel a kozelitéssel élve, a ,rétegvastagsagra” az adodik, hogy
Ar =~ R,

ahol R a csillag (teljes) sugara, valamint
M, ~ Mg = M,

ahol M a csillag teljes tomege.
A stirtiség kozelithets a kozéppontban felvett értékével,

Or = Qc-

Feltehetjiik tovabba, hogy a nyomas az ideélis gaztérvénybsl szamolhaté.

2.a. Hatarozd meg a csillag kdzéppontjaban a T, h6mérsékletet kizarolag a csillag sugaranak, tomegének, valamint
fizikai allandoknak a segitségével!

A fenti modell teszteléséhez vizsgaljuk meg a kapott eredmény egy egyszerid kovetkezményét:

2.b. A 2.a. pontban kapott egyenlGség alapjan add meg a vizsgalt csillagokra az M/R arany becsiilt értékét
kizérolag fizikai allandok és T, fliggvényében!

2.c. A T, hémérsékletnek az 1.a. pontban meghatarozott értéke alapjan hatarozd meg szamszertien a csillagok
M /R aranyénak josolt értekét!

2.d. Most szamold ki a Nap esetén az Mnap/RNap aranyt, és ellenérizd, hogy ez az érték sokkal kisebb, mint a 2.c.
pontban meghatéarozott érték!

3. Csillagok kézponti hémeérsékletének kvantummechanikai becslése

A 2.d. pontban talalt nagy eltérés azt sejteti, hogy T.-nek az l.a. pontban adott becslése nem helyes. Az ellent-

mondéas kvantummechanikai effektusok figyelembevételével oldhatoé fel. Eszerint a protonok hullamként viselkednek, és

egyetlen proton a A, de Broglie-hullamhosszéval azonos nagysagrendt teriileten ,van szétkenve”. Ez azt jelenti, hogy ha

a protonok kozott elért d. minimélis tavolsag a A, hulldmhossz kozelébe esik, akkor a két részecske kvantummechanikai
értelemben ,Aatfedésbe keriil”, és igy képesek a fuziora. \

P

3.a. Feltéve, hogy a v,ns sebességgel halad6 protonok esetén a fuzié feltétele d. = 312

hatarozd meg T, értékét
csupén fizikai &llandok segitségével!

3.b. Hatarozd meg a T, hémérsékletre a 3.a. pontban kapott kifejezés numerikus értékét!

3.c. A 3.b. pontban kapott érték valamint a 2.b. pontban levezetett kifejezés segitségével hatarozd meg az M/R
arany becsiilt numerikus értékét csillagokra! Ellenérizd, hogy ez az érték kozel esik-e a megfigyelésekbdl szarmazod
MnNap/RNap ardnyhoz!

Valoban, az tgynevezett fésorozatba es csillagok (melyekben hidrogén fuzidja zajlik, ,normalis” csillagok) nagyon
tag tomeghatarok kozott megfelelnek a fenti becslésnek.

4. Csillagok tomeg/sugar aranya

Az el6z6 feladatban tapasztalt egyezés azt sejteti, hogy a Nap kozépponti hémérsékletének becslésére a kvantum-
mechanikai gondolatmenet helyes.

4.a. Az el6z6 eredményt felhasznalva mutasd meg, hogy minden olyan csillag esetén, melyben hidrogén-fuzi6 zajlik,
az M tomeg és R sugar arénya allando, mely kizarolag univerzalis fizikai konstansoktol fligg! Hatarozd is meg ezt az
M/R aranyt ezekre a csillagokra!

5. A legkisebb csillagok tomege és sugara

A 4.a. pontban kapott eredménybdl arra kovetkeztethetnénk, hogy barmely tomeggel létezhetnek hidrogén-fuzids
ciklusban levé csillagok, feltéve, hogy az Osszefiiggés feltétele teljesiil. Ez a kovetkeztetés azonban helytelen.

A hidrogén-fuzios ciklusban levé csillagokban taldlhato géz ideélis gazként viselkedik. Ez azt jelenti, hogy az elektro-
nok kozti d. tipikus tavolsag atlagos értéke nagyobb, mint az elektronok A\, de Broglie-hullamhossza. Ellenkez§ esetben
ugyanis az elektronok egy ugynevezett degeneralt allapotban lennének, és a csillag masképp viselkedne. Felhivjuk a
figyelmet arra a tényre, hogy a vizsgalt csillag-tipusban levé protonokat és elektronokat méasként kezeljiik. Protonok
esetén a de Broglie-hullamok atfedése sziikséges ahhoz, hogy a fuzié létrejohessen, mig elektronok esetén a de Broglie
hullamok nem fedhetnek at, mert kiilonben az elektronokat nem kezelhetnénk idealis gazként.

A valésagban a csillagok belsejében levs gaz strtisége a kozéppont felé haladva né. Ennek ellenére ebben a nagy-
sagrendi becslésben tegyiik f6l, hogy a vizsgélt csillag stirtsége allandé. Ezen kiviil felhasznalhatjuk, hogy mp > me.

5.a. Hatarozd meg az n, atlagos elektronszam-stirtséget a csillag belsejében!

5.b. Hatarozd meg az elektronok kozti de tipikus tavolsagot a csillag belsejében!

5.c. Ad, > 21% feltétel hasznélataval hatarozd meg egyenlettel a legkisebb olyan csillag sugarat, mely hidrogén-

fuzios ciklusban lehet! (Ezek az an. normaél csillagok.) Tekintsd tgy, hogy a csillag kézéppontjaban mért hmérséklet
a csillagban barhol mérhets hémeérséklet tipikus értéke.

5.d. Hatarozd meg a lehetS legkisebb normal csillag sugardnak szamértékét méterben is és a Nap sugaranak
(rddiuszanak) egységében is!



5.e. Hatarozd meg a lehet6 legkisebb normal csillag tomegének szdmértékét kilogrammban is, és NaptOomeg-
egységben is!

6. Hélium-fazio oregebb csillagokban

Ahogy a csillagok 6regednek, majdnem az 6sszes magjukban 16v6 hidrogént héliumma (He) alakitottak, igy a tovabbi
féenykibocsatas érdekében arra kényszeriilnek, hogy elkezdjék a hélium fuzionédlasat nehezebb elemekké. A hélium mag
két protonbdl és két neutronbol all, igy a )‘féltése kétszerese, a tomege kb. négyszerese a protonénak. Lattuk kordbban,

6.a. Add meg a megfelels feltételt a hélium magokra vonatkozoan, és hatarozd meg a hélium magok v,ms(He)
négyzetes atlagsebességét, valamint a hélium fazidhoz sziikséges T'(He) hémérsékletet!



