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Jelolje ezt az n eseményt A, As,..., Ay, ekkor 1 < i < n esetén P(4;) = 3 tovabba 1 < ¢ < j < n esetén

P(A;NAj) = % teljesiil. Legyenek By, ..., By olyan paronként diszjunkt események, melyek koziil alkalmasak unidja-
ként mindegyik A; elGéllithato, és azt is tegyiik fel, hogy mindegyik B; szerepel legalabb az egyik A; elGéllitasaban.
(Llyenek példaul az A N...N A} alakban el6allo események, ahol A} vagy az A; eseményt, vagy annak komplemen-
terét jeloli, és legalabb egy i-re A, = A; teljesiil.) Definialjunk minden 1 < i < n esetén egy (a;1, a2, .. ., a;x) vektort,
ahol a;; = 1, amennyiben B; szerepel A; elGallitasaban (vagyis B; C A;), kiilénben pedig a;; = 0. Legyen 1 < j <k
esetén P(B;) = p;. Ekkor annak valoszintisége, hogy az A, ..., A, események koziil legalabb az egyik bekovetkezik:
p=p1+---+ Pk
Tekintsiik a kovetkez6 mennyiséget:

S:=pi(an +az +---+ an1)2 + -+ prlark +agk + -+ ank)2~
Koénnyen meggondolhatjuk, hogy

S = P(A)) 4+ P(AL) 42 Z P(AiﬂAj)=g+n(n4_1):n(n4+1)'

1<i<j<n

Most a stlyozott szamtani és négyzetes kozepek kozti egyenlGtlenség segitségével alulrdl becsiiljiik S értékét:

S > pi(air + a1+ +an1) + - +prlarg +agk + -+ ank) _
j2 p
CP(A)+ 4 P(A)  n
p 2p’
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Ez azt jelenti, hogy annak a valosziniisége, hogy az Aj,..., A, események koziil egyik sem kovetkezik be, legfel-
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jebb ——.
1€ n+1

A feladat (b) részének igazolasahoz legyen n = 2' — 1, ahol t tetszoleges pozitiv egész szdm. Dobjunk t-szer egy
szabéalyos pénzérmével, és a dobasok halmazanak tetsz6leges nemiires H részhalmazara legyen Ap az az esemény,
hogy a H-beli dobésok kozott paratlan sok fej van. Megmutatjuk, hogy ez az n esemény kielégiti a feltételeket.
Legyen elGszor H a dobasok halmazanak egy nemdiires részhalmaza, és legyen h € H. Képzeljik agy, hogy a h dobéas

torténik utoljara. Ha a H \ {h}-beli dobasok koziil paratlan sok lett fej, akkor — valoszintiséggel lesz a H-beli dobéasok
koziil is paratlan sok fej (ha a h dobas iras), ha pedig a H \ {h}-beli dobésok koziil paros sok lett fej, akkor szintén
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3 valoszintiseggel lesz a H-beli dobasok kozott paratlan sok fej (ha a h dobés fej). Ezért P(Ay) = 5 Legyenek most

H, és Hy a dobasok halmazanak kiilonb6z6 nemiires részhalmazai. Feltehetjiik, hogy példaul Hy € Hs, vagyis létezik
hi € Hy\ Hs. Legyen hy € Hs. Képzeljiik tgy, hogy a hy dobés az utolsd, a hy pedig az utolséd elstti. Akarmi is

a h1, ho el6tti dobasok eredménye, a ho dobas utan 3 valészintiséggel lesz a Ho-beli dobasok kozott paratlan sok fej,
és a Hy-beli fejek szaman a h; dobas mar nem valtoztat. A hy el6tti dobasok eredményétdl fiiggetleniil, az utolso,
h1 dobés utan pedig % valoszintiséggel lesz a Hi-beli fejek szama paratlan. Ez azt jelenti, hogy P(H; N Hs) = i Az
Ap események koziil akkor nem kovetkezik be egyik sem, ha az Osszes dobas eredménye irds, ennek a valosziniisége
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pedig ST Ezzel a feladat (b) részét is igazoltuk.

Megjegyzés. Tetszbleges paratlan n-re megadhatoé n olyan esemény, amelyek teljesitik a feladatbeli feltételeket gy, hogy

pontosan valdszintiséggel nem kovetkezik be egyik sem. Legyen ugyanis n = 2k + 1, és tegyiik fel, hogy az eseményeink
n

koziil mindig pontosan k + 1 kovetkezik be, rdadasul barhogyan is valasztunk ki k + 1 eseményt, azok egyiittes bekovetkezésének

k! k!
valoszintisége pontosan p = ———. Ekkor az A; esemény bekovetkezésének a valosziniisége

2. (2k)!
(2 o @RRVED
P(Ai><k>-pm5’

illetve az A; és A; események egyiittes bekovetkezésének valoszinidsége i # j esetén
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Annak a valoszintisége pedig, hogy egyik esemény sem kovetkezik be éppen

L (%1 . CR+DV-EEL 0 2k41
E+1 B (k+1)!-K-2-(2K)! 2-(k+1)
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