(a) Indirekt bizonyitunk: tegyiik fel, hogy létezik 5 egymast kovets, érdekes pozitiv egész szam. Ezen szamok kozt
bizonyosan van két olyan egymaést kovetd szam (mondjuk n és n + 1), hogy az n szam 2-es szamrendszerbeli felirdsa
01-re végzédik: n = ...01,. Ekkor az (n+ 1) = ... 109, ezért E(n) = E(n + 1). Mivel n és n + 1 egyarant érdekesek,
E(n)|nés En)=En+1)|n+1miatt E(n) | (n+1) —n =1 teljesiil, tehat E(n) = 1. Ezért n = ...012-b6ln =1
kovetkezik. Ekkor ugyan n + 1 = 2 még érdekes, de n+ 2 = 3 mar nem az, tehat nem létezik 5 egymast kovets érdekes
pozitiv egész szam. (Negativ szamokat is megengedve létezik 6t egymast kovets érdekes szam: —2, —1, 0, 1, 2.) Egyuttal

azt is igazoltuk, hogy ha az n, n + 1, n + 2 és n + 3 pozitiv egészek mindegyike érdekes, akkor az n = ... 10s.

(b) A fenti bizonyitasbol kittinik, hogy ha olyan n-t keresiink, amire az n, n + 1 és n 4+ 2 szamok mindegyike érdekes,
akkor n +2 = ...009 vagy n+ 2 = ...01s. Foglalkozzunk azzal az esettel, amikor n + 2 = ...005. S6t: tegyiik fel,
hogy

n+ 2 =...10000q,

azaz n + 2 oszthat6 16-tal, de 32-vel nem.

Legyen «a = E(n 4+ 2). Ekkor n + 1 = ...01111, & n = ...011102, tehat
En+1) = a+3, E(n)=a+2,igy a+2|n és a+3|n+1, valamint a | n 4+ 2. Ezért olyan (minél kisebb) a-t
keresiink, amire az a, a + 2 és a + 3 szamok koziil legfeljebb csak a-nak és (a 4 2)-nek lehet 1-nél nagyobb kozos oszto-
ja, és az sem lehet t6bb 2-nél. Eppenséggel az a = 2 ilyen szam, ahhoz azonban, hogy ez megoldast adjon, az kellene,
hogy a 4+ 2 =4 | n teljesiiljon, ahol n + 2 = 10...0100002. Ez pedig lehetetlen, ugyanis n = ... 105. Ezért a kovetkezs
lehetdséggel, a = 4-gyel probalkozunk. Ekkor n 42 = 21 4 2%2 4 2% £ 24 ahol t; >t > t3 > 4. Az n ésn+1
érdekességébdl adodnak a E(n) =6 | nés E(n+1) =7 |n+ 1 feltételek.

Azx:=n+2—16=n— 14 = 2" 4 22 1 2's jellést bevezetve azt kapjuk, hogy # =6 (mod 7), x = 4 (mod 6)
teljesiil, és t3 >4 miatt = 0 (mod 32). Ennek a kongruenciarendszernek kell tehat olyan x = 2 + 2% 4 2's
alakt megoldéasat keresniink, amelyre t; > to > t3 > 4. Nem nehéz megoldani a szimultidn kongruenciarendszert
sem (az x = 4 (mod 6) helyett z = 1 (mod 3) kongruenciat hasznalva), de az ujjainkon szamolva is célt ériink.
A két elsé kongruencia az « = 34 (mod 42) kongruenciaval ekvivalens. A t3 > 4 feltétel azt jelenti, hogy 2° | x, tehat
az x = 34 + 42k alakd szamok koziil csak 160, 160 + 42 - 16 = 832, ... jon szoéba. A 160 = 101000002 még nem jo,
de a 832 = 11010000002 mar igen. Tehat n +2 = 2% + 28 4 26 + 21 = 848 és valoban: az n = 846 = 1101001110,
valasztassal E(846) = 6 | 846, F(847) = 7 | 847 és F(848) = 4 | 848.

A most talalt érdekes szamharmas segitségével pedig tgy kaphatunk végtelen sok megoldést, ha észrevessziik, hogy
3]20—16s7]2%—1, tehat

m(j) = 20467 4 98+65 4 o6+6i | 94

valasztéassal _
E(m(j) —1) =7 |m(j) — 1= (2% — 1) - 832 4 847

E(m(j) —2) =6 | m(j) —2 = (2% — 1) - 832 + 846.
(Az E(m(j)) =4 | m(j) pedig nyilvan teljesiil.)

Megjegyzések. 1. A (b) rész megoldasadhoz nem tartozik hozza, hogyan is talaltuk meg a végtelen sok példat. Természetesen
az is teljes értékd megoldas, ha valaki csak az utols6 bekezdésben megadott szamharmasokra bizonyitja be, hogy azok érdekes
szamokbol allnak. (Utobbit nem nehéz megtenni). Természetesen a mintamegoldasban egyuttal azt is jelezni kivantuk, hogyan
lehet talalni ilyen szamharmasokat.

2. A (b) rész megoldasanak elején miért csak azt vizsgaltuk, ha n + 2 binaris alakjaban a két utols6 0 el6tt még két 0 4ll?

Nos azért, mert ha n+2 = ...1002 lenne, akkor n+1 = ...0112 és n = ...0102, vagyis E(n) = E(n+2) | (n+2) —n =2,
tehat n+2=2"+46s 3| n+ 1 =2" 4 3, ami lehetetlen.
Hasonléan, ha n + 2 = ...10002, akkor n + 1 = ...01113, n = ...00102, igy a = E(m) jeloléssel E(n+1) = a+ 2 és

E(n) = a + 1-nek adodik, &m ez a mintamegoldasbelinél nagyobb a-ra vezet. (Egyébként van ilyen megoldas is, ezek legkisebbike
n+2 = 2360 = 2" + 2% + 25 + 2 + 2% ahol tehat a =4 és 6 | 2358 = 1001001101102, 7 | 2359 = 1001001101115 és
512360 = 1001001110002 .)

3. Ha a (b) részben az n-et n = ... 113 alakban keresnénk, akkor hasonlé gondolatmenettel még kisebb megoldast is talalnank:
n = 623-ra 7 | 623 = 10011011115,

4| 624 = 10011100002 és 5 | 625 = 1001110001>. Innen pedig 7 | 2'* — 1 és5 | 2'* — 1 miatt kapunk végtelen sok (m(j) — 1, m(j), m(j) + 1)

érdekes harmast, ahol m(j) = 271127 4 261127 | 98127 4 of

4. A feladat (a) részét kiegészitG természetes kérdés persze ugy hangzik, hogy a pozitiv egészek kozott elGfordul-e vajon
végtelen sokszor négy egymast kovets érdekes szam. A vélasz igenls: a legkisebb ilyen négyes a

6 | 6222 = 1100001001110z, 7] 6223 = 11000010011112,
416224 = 11000010100002 és 5 | 6225 = 1100001010000 .

Innen a fentiekhez hasonléan kaphatunk végtelen sok m(j) — 2, m(j) — 1, m(j), m(j) + 1 érdekes szamnégyest, ahol m(j) =
Q12120 4 ol1H127 | 964127 | 9% A 6222 szém megtaldldsa pontosan ugyanolyan lépésekkel torténhet, mint a 846 vagy a 623
szamokeé, csak valamivel tobb szamolast (és igy tobb id6t) igényel, tovabbi emlitést érdemls 6tletre azonban nincs sziikség. Ez
hat a magyarazata annak, hogy a bizottsag a feladat (b) részében a természetesen ad6donal egy konnyebb kérdést tizott ki.



5. A (b) részben hasznalt 6tletek nélkiil is nagyon koénnyen lathato, hogy végtelen sok olyan n van, amire n és n+ 1 is
érdekes. Ugyanis minden n = 2° + 4 jo, ahol t > 2 péros, hiszen E (2" +4) =2 2" +4 és E(2" +5) = 3| 2" + 5. Vannak példak
paratlan n-nel is, a legkisebb az n = 115 = 1110011>.

6. Az b alapt szamrendszerben a feladatbelihez hasonloan definialt szamokat a szakirodalom b-Niven szamokként emliti.
A 10-Niven szamokat roviden Niven-szamoknak (vagy Harshad-szdamoknak) hivjak. Helen Grundman publikalta 1994-ben, hogy
legfeljebb 2b egymast kovets b-Niven szam létezhet, és Cai bizonyitotta 1996-ban, hogy végtelen sokféleképp talalhato 4 egy-
mést kdvets 2-Niven szam, illetve hogy a 3-Niven szamok kozott is végtelen sok egyméast kovets hatos 1ép fel. Tudhaté még,
hogy az egymést kovet6 nem-Niven szamok sorozata tetszSlegesen hosszi lehet, illetve hogy hény (10-)Niven szam van z-ig
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(DeKoninck-Doyon tétele szerint aszimptotikusan cli, ahol ¢ = o log 10 =~ 1,1939).
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