I. megoldas. Jeloljik a haromszog oldalait a szokisos médon, legyen BC' = a, CA = b és AB = c. A bels§

szogfelezd tétele szerint
BD AB _c
DC CA b
Eszerint van olyan A > 0 valds szam, hogy a BD és DC szakaszok hosszara
(1) BD =M, DC=X

teljesiil. Tekintsiik az 1. abrdt.

b
Az ABC derékszogi haromszogben felirhatjuk, hogy cos2a = o az ADC derékszogl haromszoghen pedig cosa =

b . . Ab
—, illetve sina = —.
f f

Felhasznaljuk a cos2a = cos? a — sin® o trigonometrikus azonossagot, ezzel

b b2 A% b - A\
(2) - = — = .

c f2f IE

A (2) egyenlet jobb oldalat atalakitjuk:

b (b—Ab)(b+Ab)  b(1—A)(b+ Ab)

¢ f? f? ’

ahonnan b-vel valo osztas és rendezés utan f2 = (¢ — Ac)(b + \b) kovetkezik.
Nyilvanval6, hogy az ABD haromszdgben a D csiicsnal tompaszog van, ezért ¢ > Ac, vagyis ¢ — Ac > 0, masrészt
b+ Ab > 0, tehat

(3) f=1/(c=xe)(b+ \b).

Mivel ¢ — Ac = AB — BD, illetve b + \b = AC + CD, ezért a (3) egyenlet éppen azt jelenti, amit bizonyitani
akartunk:

f=+/(AB — BD)(AC + CD),
tehat az AB — BD és AC + CD szakaszok hosszanak mértani kozepe valoban az f szogfelezd hossza.
Sipeki Mdrton (Szolnok, Verseghy Ferenc Gimndazium, 11. évf.)

II. megoldas. Bocsassunk merélegest a D pontbdl az AB atfogora, a merdleges talppontja legyen C'. Az AB
egyenesére mérjiik f6l a C’ pontbdl kiindulva a B iranyaba a C' D’ = CD szakaszt, a B pontbol kiindulva az A pont
fele a BD"” = BD szakaszt.




Tekintsiik a 2. dbrdt. Az AD szogfelezé minden pontja egyenls tavolsagra van a szogszaraktol, ezért CD = C'D,
és igy C'D' = C'D, tehat D'DC’ egyenls szart derékszogi haromszog. A szdgfelez6 egy masik tulajdonsiga szerint
a CAB< széarain az AC és AC’ szakaszok is egyenl$ hossziak.

A D' és D" pontok konstrukci6jabol az el6zéek szerint kovetkezik, hogy

(4) AD' = AC' + C'D' = AC +CD; AD" = AB— BD" = AB — BD.

A DD" D’ haromszdg, és ezzel annak k koriilirt kére mindig létrejon, ez csak akkor nem lenne lehetséges, ha a D és
D’ pontok azonosak lennének. Ez azonban azt jelentené, hogy AD” = AD’  amibdl (4) alapjan az kdvetkezne, hogy
AC+CD = AB — BD, azaz AB = AC + CD + BD = AC + BC, de ez az ABC haromszogre felirt haromszog-
egyenl6tlenség miatt lehetetlen.

Bizonyitani fogjuk, hogy a 2. abran jelolt ADD" < szigre 6§ = 45°.

Nyilvanvalo, hogy

ADC< =90° - 2,
a BDD" haromszogben pedig BD = BD”, emiatt
BDD'"< = BD'Da = 20 =5
2 )
felirhatjuk tehat, hogy
180° —
5 00° — % 45+ B8 g,
2 2

A (5) egyenletben a miveletek elvégzésével és o + § = 90° felhasznalasaval valoban azt kapjuk, hogy § = 45°.

A k kérben a DD" hirhoz 45°-0s keriileti szog tartozik, a § szog egyik széra a DD” szakasz, igy § = 45° csak tgy
lehetséges, hogy a d szog AD szara a k kor érintGje.

A korhoz huzott szelé- és érintGszakaszok tételébsl kovetkezik, hogy AD? = AD’ - AD”, amelybél (4) szerint

AD? = (AC +CD) - (AB — BD),

ebbdl pedig négyzetgyokvonas utdn a feladat allitasa adodik.

Megjegyzés. A D' pont az AB egyenesen a B ponton tul is elhelyezkedhet, ez azonban a megoldast menetét nem befolyasolja,
mert a (2) Osszefiiggés ebben az esetben is felirhato.

Jarmai Roland (Budapest, Békdsmegyeri Veres Péter Gimn., (10. évf.) dolgozata alapjan

II1. megoldas. Tiikrozziik a D pontot a B csicsbol indulé BE belsé szogfelezére, a szogfelez6 tulajdonsaga miatt
a D’ tiikdrkép az AB atfogo belss pontja. Jeldljilk meg tovabba az AC egyenesen, a C' ponton til azt a D pontot,
amelyre CD" = CD.

Mivel a tiikrozés miatt BD = BD', ezért egyrészt AD' = AB — BD, méasrészt AD” = AC + CD.

A 3. dbra jeldléseivel 2 + 23 = 90°, igy o + 8 = 45°. Egyszeriien belathato, hogy BD'D< = 90° — 3, és ezért

AD'D<=90° + 8.
A DD"C egyenl§ szart, derékszogi haromszog, tehat D” DC<t = 45°, és mivel ADC< = 90° — q, ezért
ADD"< = 90° — a + 45°,
ebbdl a + 8 = 45° alapjan ADD"” < = 90° + 3 kovetkezik.
B

D" C.




Az AD'D és ADD" haromszogek két-két szogének nagysaga o és 90° + 3, igy a haromszogek harmadik szdge is
nyilvan megegyezik, ez pedig azt jelenti, hogy a két haromszog hasonlé. Hasonlé haromszogekben a megfelels oldalak
aranya megegyezik, ezért

AD’ AD
AD ~ AD"

Mivel AD = f, AD’ = AB — BD, illetve AD"” = AC + CD, el6z6 eredményiinkbél f2 = (AB — BD) - (AC 4+ CD)
kovetkezik, ez éppen a feladat allitasa, hiszen ebbdl a nyilvanvaloéan pozitiv AB — BD és AC + CD szamok mértani
kozepe:

azaz AD? = AD' - AD".

f=+/(AB — BD) - (AC + CD).

(A KéMaL-honlapon is megtaldlhaté a II. megoldds)



