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I. megoldas. Nézziik meg elGszor, mit allit a feladat a legkisebb megengedett n-re, 5-re. Ekkor ( 5 > =1,

azt kell tehat belatnunk, hogy ha adott a sitkban 5 pont, melyek koziil semelyik 3 sem esik egy egyenesbe, akkor van
legalabb 1 olyan konvex négyszog, melynek csicspontjai az adott pontok koziil valok.

Az 5 pont helyzetére vonatkozolag 3 lényegesen kiilonbozé esetet kell megvizsgalnunk: az 6t pont konvex burka: 1.
Otsz0g, 2. négyszog, 3. haromszog. (Véges sok adott pont konvex burka az a konvex sokszog, melynek csicsai az adott
pontok koziil valok és amely tartalmazza az Gsszes tobbi pontot.)

Az 1. és 2. esetben tulajdonképpen készen vagyunk. Az 1. esetben barmelyik pontot elhagyva, a fennmarado 4 pont
konvex négyszoget alkot. A 2. esetben megfelel maga a konvex burok.

Ha pedig a konvex burok haromszog, akkor igy okoskodunk: jeldljiik e haromszog cstucsait A, B, C-vel, a masik két
pont legyen D és E (1. abra).

1. dbra

A konvex burok definicidja szerint D és F a haromszogon beliil van, és mivel semelyik harom pont nem esik egy
egyenesbe, nem lehetnek az oldalegyeneseken sem. Ez utébbibdl az is kdvetkezik, hogy a DE egyenes nem mehet 4t
A, B, C egyikén sem. Ezért a DFE egyenes altal meghatarozott 2 félsik egyike kett6t tartalmaz A, B és C koziil a
belsejében, legyenek ezek A és B. Ekkor az ADE B négyszog konvex, hiszen az elGbbiek szerint az ADE, DE B szogek
kisebbek 180°-néal, és ez all a DAB és EBA szogre is, mert ez utébbiak az eredeti haromszog szogeinek részei.

Ezzel n = 5-re az allitast belattuk.

Ha az adott n pont kozil tetszés szerint kivalasztunk 6tot, akkor a fentiek szerint van olyan konvex négyszog,
melynek csticspontjai a kivalasztott 5 pont koziil valok. Kivalasztva minden lehetséges médon 5 pontot, minden ilyen

kivalasztashoz tartozik az el6bbiek szerint legaldbb egy konvex négyszog. Ezen kivalasztasok szama nyilvan <Z>

El6fordulhat azonban, hogy kiilonbozé kivalasztasokhoz ugyanaz a konvex négyszog tartozik. Nézziik meg ezért for-
ditva, hogy egy rogzitett konvex négyszog hany kivalasztéashoz tartozik hozza. Annyihoz, ahanyféleképpen az 6todik
pont a rogzitett négy pont mellé megvalaszthato: (n — 4)-féleképpen. Ezért a konvex négyszogek széma legalabb
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Ezutan mar csak azt kell megmutatnunk, hogy
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hacsak n > 5. A két oldalt részletesen kiirva:
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elég tehat megmutatni, hogy
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teljesiil minden n > 9-re, mert (n — 1)2 < n(n — 1) és mar 8% > 60. A kimaradt n = 5, 6, 7, 8-ra pedig pontos
szamitassal adodik, hogy n = 5, 6-ra (1)-ben egyenlSség, n = 7, 8-ra pedig mar az &llitas szerinti egyenlGtlenség all
fenn.

(1) = 60.
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Egyszertsitsiink (n — 3)-mal és irjuk az hanyados helyére a néla kisebb 1-et. Az igy ad6dé n(n — 1) > 60

Szabod Gyérgy

II. megoldas. A bizonyitandé formula egy binomialis egytitthat6, melynek kombinatorikus jelentése az (n — 3)
pont koziil kivalaszthatd pontpéarok szama. A feladatban azonban n pont szerepel, tehat valamilyen meggondolassal 3
pont a tobbitdl elkiilonitends. Ebbdl adodik a kovetkezd otlet.

Rogzitsiink az n pontbol egyeldre tetszés szerint harmat. Probaljuk kimutatni, hogy a fennmaradé (n — 3) pontbol
akarhogy valasztunk ki még 2 pontot, létezik olyan konvex négyszog, melynek csicsai az utébb kivalasztott 2 pont,



és a rogzitett 3 pont koziil 2. Bizonyitas kdzben ki fog deriilni, hogy a rogzitendd 3 pont kivalasztasara vonatkozolag
kell-e tovabbi feltevés, és ha igen, akkor milyen. Ha pedig a fenti allitast sikeriil belatni, akkor nyilvan készen vagyunk,
mert az (n — 3) pont koziil valé 2 pont kiilonb6z6 kivalasztésaihoz kiilonb6z8 konvex négyszogek fognak tartozni, ezt
biztositja az a kikdtés, hogy a konvex négyszog 2 cstcsa mindig a kivalasztott 2 pont legyen.

Legyen a 3 rogzitett pont A, B, C, a két kivalasztott pont pedig P és Q. Ha A, B, C, P, ) konvex burka 6tszog,
akkor A, B és C barmelyikét elhagyva a maradé 4 pont megfelelg konvex négyszoget alkot.

Ha A, B, C, P, Q konvex burka négyszog, és ennek cstcsai kozott P is, @ is szerepel, akkor ezzel az esettel is készen
vagyunk. Ha viszont P és @ koziil csak az egyik, mondjuk P szerepel a 4 cstucs kozott, akkor rajzoljuk be a konvex
buroknégyszog atloit, vegyiik a kapott 4 haromszog koziil azt, amelyik tartalmazza Q-t (2. dbra, ennek kivalasztasa
egyértelmt, hiszen @) nem lehet rajta atlon). E haromszognek 2 csticsa adott pont, igy legalabb egyikik A, B és C
koziil valo. Ezt, ill. a 2 egyikét elhagyva () a maradt harom ponttal konvex négyszoget feszit ki, és csiicsai kozt van P
is.

2. abra

Ha végiil az A, B, C, P, Q pontok konvex burka haromszog, akkor koziilitk 2 a haromszog belsejében van. Osszekits
egyenesiik a haromszoget kettévagja, nem megy at annak egyik csicsan sem, és igy az egyenes valamelyik partjara 2
csticspont keriil. E 2 pont és a 2 bels6 pont — mint az I. megoldasban lattuk — konvex négyszoget alkot, a haromszognek
az egyenes masik partjara esett csticsa nem szerepel a konvex négyszogiink csicsai kozott, és el6fordulhat, hogy ez a
kimarado cstics éppen a kivalasztott P vagy Q.

Az ilyen eset elkeriilhets, ha A-t, B-t és C-t az adott n pont konvex burkinak csucspontjai koziil valasztjuk (a
burok cstcsainak szama legalabb 3). Megmutatjuk ugyanis, hogy ha A, B és C' ilyen megvalasztasa utan az A, B, C,
P, @ pontok konvex burka haromszog, akkor ennek csucsai A, B és C, tehat a mondott eset nem kévetkezhet be.

3. dbra

Val6ban, ekkor P és @) csak az ABC haromszog belsejében lehet, mert nem lehet a hdromszog egy belsé szogének
cstcsszogtartomanyaban (3. abra Pp) — kiilonben e tartomany cstcsa nem lenne csticsa az n pont konvex burkanak —,
és nem lehet a haromszog oldaldhoz csatlakozo sikrészben sem (3. abra P), killénben az 5 pont konvex burka nem
haromszog volna.

Ezzel — az el6rebocsatottak szerint — az allitast bebizonyitottuk.
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