I. megoldas. Konnyen elképzelhetjiik a vizsgdlando alakzatot, ha a tetraéder 4 cstucsat egy K kocka 8 csiicsa
koziil jeloljik ki. Valoban az 1. dbra ABCD = T tetraéderének mind a 6 éle egyenls, mert mindegyik a kocka egy
lapjanak atléja, tehat a tetraéder mindegyik lapja szabalyos haromszog. Eszerint a T koré irt gomb azonos a K koré
irt gébmbbel. Legyen a kozéppontja O.

1. dbra

Legyen a tetszés szerinti P pont vetiilete az AB él E és a CD él F felez6pontjat 6sszekotd m egyenesen Fp.
Megmutatjuk, hogy P-t a Py-ba attolva a kérdéses tavolsdgok Gsszege csokken, hacsak nem P éppen azonos FPy-lal.
Legyen P vetiilete az ABF = S sikon Py, a CDE = Sy sikon Ps, ekkor

(1) PA+PB>PA+P B ¢é PC+ PD>P,C+ P,D,

mert pl. PA az APP; derékszogi haromszoghen atfogd, P1 A pedig befogo. EgyenlGség akkor és csak akkor all, ha — a
példat tovabbvive — P rajta van Si-en, vagyis azonos P;-gyel. Osszeadassal (1)-bdl

ahol egyenlGség akkor és csak akkor all, ha a P az S; és Sz mindegyikén rajta van.

Nyilvanval6, hogy a mondott m egyenes az S7, Sy sikok metszésvonala. A mondott Py vetiilet pedig egyszersmind
Pi-nek és Pr-nek is vetiilete m-re. Ezt — pl. Pi-re — csak akkor kell bizonyitanunk, ha P; nem azonos sem P-vel, sem
Py-lal. Ekkor m mer6leges a P P; Py sikra, hiszen m — mivel benne van Sj-ben — meréleges P P -re, masrészt szerkesztés
folytan P Py-ra is, ennélfogva a P Py egyenes is merGleges m-re.

m merGleges AB-re is, C' D-re is, mert E és F' a kocka két parhuzamos lapjanak kézéppontja, s igy m parhuzamos
az AB’ éllel. Eszerint m az AB és CD élek kozos felezd merdlegese; ezért

(3) (PLA+ PiB) + (P,C + P;D) > (PyA + PyB) + (RyC + PyD).

Valoban, ha P; nem azonos Py-lal, akkor véve A-nak A* tiikorképét a PyP; egyenesre, A* egyszersmind B tiikorképe
a Py pontra, és igy
PiA+ P B=PA*+PB>A"B=Py)A*+ P,B = PyA+ PyB.



(2) és (3) egybevetése allitasunkat igazolja. Egyenléség mindkét 1épésben akkor és csak akkor all, ha Py is, P is
azonos Py-lal, vagyis ha maga P azonos veliik, vagyis P rajta van m-en.

Hasonlé meggondolassal, Py-t az AD, BC élpar kozos GH felezs merélegesére vetitve olyan pontot kapunk, melyre
nézve a T csicsaitol mért tavolsagok Osszege ismét csokken, ill. valtozatlan marad. Ezzel azonban éppen O-ba jutunk,
hiszen FF és GH itt metszik egymast és a kocka harmadik laptengelyét, ennélfogva tovabbi csokkentés nem lehetséges,
a cstucsok O-t6l mért tavolsidgainak Osszege a lehetséges legkisebb érték.

Losonci Zoltdn (Szeged, Vedres 1. Ep. Ip. T. IV. o. t.)

II. megoldas. Fektessiink az ABCD = T szabélyos tetraéder minden egyes csicsan at parhuzamos segédsikot a
szemben fekvs lappal, és legyen a tetszés szerinti P pontnak ezektsl vald tavolsdga rendre ¢, ty, i, tq- Egy pont egy
sik barmely pontjatol legalabb annyira van, mint a siktol valo tavolsaga, ezért PA > t,, ..., PD > t4. EgyenlGség
mindeniitt akkor és csak akkor 4ll, ha P rajta van azon a merélegesen, melyet az illetd csicsban allitunk a rajta felvett
segédsikra; azaz pl. PA = t, akkor és csak akkor all, ha PA meréleges a BCD lap sikjara, vagyis P rajta van T-nek
A-bol huzott magassagegyenesén. Tovabba

(4) PA+ PB+PC +PD >ty +t, +to + ta,

és egyenlGség csak akkor all, ha P rajta van T-nek mind a négy magassag-egyenesén, vagyis azonos T-nek O kozép-
pontjaval, hiszen szabalyos tetraéder magassagai — mint forgasi szimmetriatengelyek — atmennek O-n.

A négy segédsik egy ujabb A3 B1C1D; = T} szabdlyos tetraédert hataroz meg, mert pl. az A-n at felvett segédsik
3-szorosara nagyitott képe a BCD siknak, O-bol mint hasonldségi kdzéppontbdl tgy, hogy a megfelelé pontparok O
két oldalan vannak. Valoban, O mindegyik magassagat 1 : 3 ardnyban osztja T-nek, mert pl. AAy, BBy magassaganak
Ap, By talppontja (2. abra) kozéppontja a CDB, ill. CDA lapnak, tehat harmadolja a BF, ill. AF laptengelyt, ezért
A()BO || AB, és igy OAO : OA:A()BO : AB = FAO :FB=1:3.
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g 2. dbra

Legyen egyelére P a Ti-nek bels§ vagy feliileti pontja, igy alkalmazhatjuk a kovetkezs, alabb bebizonyitandd
segédtételt: szabdlyos tetraéder tetszés szerinti belsd vagy felilleti pontjdra nézve a négy laptol mért tdvolsigok dsszege
dllando (egyenls a tetraéder m; magassagaval). Marmost O-nak T lapjain levd vetiilete a nagyitas miatt rendre az
A, B, C, D csucs, eszerint (4) jobb oldala egyenls OA + OB + OC + OD-vel, tehat (4) éppen a feladat allitasat fejezi
ki.

Segédtételiink a Ti-en kiviili P pontokra is érvényes, ha negativnak vessziik mindazoktél a lapsikoktél mért té-
volsagokat, amelyek a pontot elvalasztjak T) negyedik cstcsatol. Allitasunkban viszont a tavolsagok abszolut értéke
szerepel. Ezt irva a negativnak vett tavolsadgok helyére, az Gsszeg nagyobb lesz mj-nél — hiszen a Tj-re nézve kiilsg
pontok 1, 2 vagy 3 lapsiknak is a negyedik csticstol elvalasztott félterében vannak — tehat PA + PB + PC + PD
mindig nagyobb m;-nél.

A segédtétel bizonyitasa céljara legyen a tetraédernek a P-n atmend, a BC' D lappal parhuzamos metszete B1C1 Dy,
az AB1C1D; tetraéder AC' D-vel parhuzamos metszete P-n 4t AsCo Do, és az A3 B1Co Do tetraéder A By Cs-vel par-
huzamos metszete P-n at AsBsP (3. abra).



3. dbra

Ekkor Dy téavolsaga az ABC laptol az A3BsPDs tetraéder magassiagaval tobb, mint az A3B3P sik pontjainak, pl.

P-nek a tavolsdga ettsl a siktol; az emlitett magassig viszont a P-bdl huzott magassaggal, vagyis P-nek az ABD

siktol valo tavolsagaval egyenls. Viszont Dy tavolsaga az AC'D és BCD siktol ugyanakkora, mint az AsCs Do, ill. a

B1C1 D, sik barmely pontjaé, tehat mint pl. P-é. Igy Do-nek a tetraéder lapjaitol mért tavolsagai 6sszege ugyanannyi,
mint P tavolsagosszege (az ABD siktol valo tavolsaga 0).

Hasonléan lathato, hogy a tavolsagosszeg nem valtozik Do-b6l Bi-be, majd Bi-bdl A-ba menve at. A-nak viszont

3 laptol mért tavolsidga 0; a negyediktél mért tavolsaga pedig a tetraéder magassaga. Ezzel segédtételiinket bebizonyi-

tottuk. Az olvasora bizzuk annak atgondolasat, hogy a bizonyitas, elGjeles tavolsagokkal szdmolva, a tetraéderen kiviil

levé pontra is érvényes.
Vetier Andrds (Budapest, Fazekas M. gyak. g. IIL o. t.)
dolgozatabol, kiegészitve a segédtétel szamitdsmentes bizonyitasaval.

Megjegyzések. 1. Ha P a tetraéderen kiviili pont, akkor az alabbiak szerint mindig megadhat6 olyan T-beli pont,
melyre nézve a tavolsagosszeg kisebb, mint P-re nézve. Legyen T-nek P-hez legkozelebbi pontja @ (megkaphatjuk pl.
ugy, hogy egy P koriili gébmb sugarat addig noveljikk — addig fajjuk fel —, amig T-be {itkozik, a beleiitkozési pont Q),
tovabba T-nek egy tetszés szerinti, bels§ vagy a hataron levs, Q-t6l kiilonbozs pontja R. Ekkor P a QR szakasz felezd
merdleges sikjanak azon az oldaldn van, mint Q, és P-nek a QR egyenesen levé P’ vetiilete nem eshet a QR szakaszra,
hiszen akkor P’ a T bels6 pontja volna — mivel T" konvex — és kdzelebb lenne P-hez, mint (). Emiatt P’ az R(Q szakasz

@-n tdli meghosszabbitasan van, tehat
PR>P'R > QR.

Eszerint @ a T minden pontjahoz hatarozottan kézelebb van, mint P:

PA+PB+PC+PD>QA+QB+QC+QD.

Igy nincs sziikség arra, hogy a segédtételt kiilsé pontokra is bizonyitsuk.
2. A segédtételt tobben is térfogatszamitasi — azaz kissé tavolabb allé — meggondolassal bizonyitottak be.



4. dbra

IIT. megoldas. Felhasznaljuk az el6z6 megoldas segédtételét, mely szerint a P pontnak a BCD, ACD, ABD,
ABC lapoktol mért (elGjeles) ta, tg, to, tp tavolsagainak Osszege fiiggetlen a P pont helyzetétsl (4. abra).

Adjuk ezeket a tavolsagokat a cstcsoktol mért tavolsagok Osszegéhez, akkor a modositott Gsszeg ugyanakkor lesz
a legkisebb, mint az eredeti: De AP+ +t4 nagyobb, mint a tetraéder m magassaga, kivéve, ha P a magassagvonalon
van, amikor AP +t, = m. Hasonl6 érvényes a PB + tg, PC + tc, PD + tp Osszegekre. Igy a teljes 6sszeg minden
méas pontra nagyobb, mint a magassagok metszéspontjara, ami azonos O-val.



