I. megoldas. Sem «, sem 8 nem derékszog, kiilonben a foltevésnek nem volna értelme; tovabba tg~/2 > 0, hiszen
~v/2 hegyesszog. Igy (1)-et szorozva cos a cos 3 cosy/2-vel, és tagjait a és b szerint rendezve

acos B (cosacosy/2 — sinasiny/2) + bcos a (cos 5 cosy/2 — sin Bsinvy/2) = 0.

A zarojelekre az addicio-tételt alkalmazva latjuk, hogy egyik a masiknak —1-szerese, hiszen benniik a++/2 és S+ /2
koszinusza all, és e két szog egymés kiegészits szoge. A foltevés igy alakul:

cos (a + %) (acos B —bcosa) =0,
ami szerint legalabb az egyik teljesiil a

(2) cos (a + %) =0,
(3) acosf =bcosa

egyenldségek koziil.

Méarmost (2)-b6l a + /2 derékszog, igy 8+ /2 is az, tehat (2) csak o = § esetén teljesiil. (3) két oldala pedig
a haromszog C-bdl hizott magassaga C1 talppontjanak B-t6l, ill. A-t6l vett tavolsaga, s mivel a BC; = AC) egyen-
16ség az AB egyenes pontjai koziil csak az AB oldal felezGpontjara teljesiil, ACCy és BCCy egybevagd derékszogi
haromszogek, AC = BC'. Ezek szerint az ABC haromszog mindenképpen egyenld szard.

Gyarmati Erzsébet (Budapest, Radnoti M. gyak. g. III. o. t.)
Megjegyzés. (3)-bol a szinusz-tétel alkalmazaséaval is haladhatunk tovabb:

COS (v a sin o
= - = — 1 — = 0 = .
cosB b sinB’ sinfa = §) , a=Fp

II. megoldas. (1) szimmetridja miatt valaszthatjuk a bettzést ugy, hogy a > 3, azaz a > b legyen. Nem lehet «
tompaszog, kiilonben
90° > 180° —a =B+~ > B

miatt
tgal > tgB s |atgal > btgp,

és (1) jobb oldala negativ lenne, holott bal oldala pozitiv. Deréksz6g sem lehet «, mert akkor a jobb oldalnak nem
lenne értelme.
Megmutatjuk, hogy a 90° > « > 3 foltevést (1)-hez csatolva ellentmondésra jutunk. Ekkor a > b, tga > tg 3, igy
(a —b)(tg o — tg B) > 0-bol kifejtéssel:
atga+btgf > atgf+btga.

Adjuk hozza mindkét oldalhoz a bal oldalt — igy a jobb oldal szorzatta alakithatd —, és osszuk az egyenlGtlenséget
2tg (a + B)/2-vel. Ekkor a tg (o + 5)/2 = 1/tg (7/2) azonossagra tekintettel a bal oldalon (1) jobb oldala all:

2(atga + btgp) > (a+ b)(tga + tgf),

t t
tg%(atga+btgﬁ):a+b>(a—i—b)-&fﬁﬂ,
a
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1. dbra

Mérjiik fol egy T cstucst derékszog egyik szarara a TO = 1 szakaszt, majd az OT egyenes ugyanazon oldalara
TOD« = B, TOE< = « és TOG< = (a + 3)/2 szoget, ahol D, E, G rendre az j szar metszéspontja a derékszog
maésik szaraval. Mivel (a + 8)/2 ugyancsak hegyesszog, (4) szerint

TE+TD

TG > 5

TF, DG > DF,

ahol F' a DFE szakasz felez6pontja. Ez azonban lehetetlen, mert OD < OF, igy az ODFE haromszogben ODE< > 90°
miatt OF > OD, OG felezi a DOFE szoget, és igy

DG OD DE
@_O_E<1’ DG < GE, DG<T_DF.

Ezt akartuk bizonyitani. Eszerint (1) csak o = f esetén teljesiilhet. Ekkor viszont teljesiil is, hiszen igy /2 potszoge
a-nak és S-nak, tg~/2 reciproka tg a = tg S-nak.
Sugdr Ldszlé (Budapest, L. Istvan g. IV. o. t.)

Megjegyzés. Trigonometriai azonossagok alapjan bizonyitjuk, hogy (4) lehetetlen. A jobb oldal igy alakithato:

a+B a+B  a+B ,a+p
Sin(a—l—ﬁ)ibm 5 Cos 5 7tg 5 cos 5
2cosacosf cosacos 3 - cos acos f3 -

a+

tg—ﬂ[l—i—cos(a—l-ﬂ)]

2
~ cos(a+ fB) +cos(a—fB)

igy a bal és jobb oldal kiilonbsége, kiemeléssel

a—i—ﬁ(l 1+ cos (a+ B) )_tga—i—ﬂ'cos(a—ﬁ)—l

2 ~ cos (a+ B) + cos (o — f) 2 2 cosacos > 0.

tg

Eszerint, mivel a nevez tényezdi pozitivok, cos(aw — ) > 1, ami lehetetlen.



Egri Robert (Budapest, Fazekas M. gyak. g. IIL o. t.)

II1. megoldas. Felhasznaljuk a II. megoldéasbol, hogy a és 8 hegyesszogek. Azt mutatjuk meg, hogy o > 3 esetén
az (1)-bdl atrendezéssel adodo

(5) a (tga — cotg %) =b (cotg% - tgﬁ)

egyenléség bal oldala nagyobb a jobb oldalanal.

Rajzoljuk meg az ABC haromszog C csicsaban a kiillss szog f felezGjét, és k koriilirt kor e érintGjét, valamint a C-vel
k-ban atellenes ¢’ pontot A-val és B-vel 6sszekdts np, ill. n, egyenest. e és f kiilonbozok, mert f metszi k-t, a C-t
tartalmazo AB iv F' felez6pontjaban, ami C-t6l kiilonb6z6 (kiilonben ugyanis o = 5 lenne); F' az A-t nem tartalmazé
BC iv pontja. C' a C-t nem tartalmaz6 AB iv belsé pontja, kiilonben nem allhatna o, 8 < 90°, n, meréleges C B-re,
nyp pedig C A-ra. Legyen n, és n, metszéspontja e-vel Ay, ill. By, f-fel As, ill. Bs. Fennéll

AiCB<g=a, B{CA<=2,, C/AQBQ<I = C/BQA2< = 7/2,

utobbiak azért, mert C” As Bo egyenld szart haromszog, ugyanis C'-nél levs szogét felezi a C'F egyenes, és Ao By oldala
merdleges erre, tovabba a C’-nél levs szoge 180° — .
A keletkezett derékszogi haromszogek felhasznélasaval

A1As = A1B - A2B=a (tga — cotg g)

BiBs = BoA— BiA=b (cotg% - tgﬁ) :

azaz (5) bal, ill. jobb oldala. Messe a Bs-n atmend, n,-val parhuzamos egyenes f-et B’-ben. Ekkor Aj Ay > B’'Bs,
ugyanis CA; Ay és CB’' B, hasonld haromszdgek, és benniik C Ay > CBy, mert — mint lattuk — F felezi AyBo-t, és C
az F Bo szakasz bels6 pontja. Masrészt By Bs < B’ By, mert a By Ba B’ haromszog veliik szemben fekvé szogeire

BlB/Bz< =(CAB« = 90° — a < 90° — ﬂ = B/BlBQQ.

Igy valéban A; Ay > Bj B, amit bizonyitani akartunk.
Azt viszont hogy a = 8 < 90° esetén teljesiil (1), a II. megoldasban belattuk.



