Belatjuk, hogy ha [z + /x| = a;, akkor a;_1 = 2. Az x -re igaz a rekurziv feltétel, tovabbd y > z-re [y + /y| >
[z + vz ] (a lineris rész 1-gyel nd, a gydkos rész szigortan monoton né), y < z-re [y +y] < [z + Vx|, tehat =
az egyetlen lehet&ség: a sorozat barmelyik eleme tehédt egyértelmiien meghatéarozza a korédbbiakat.

Igy megkeresve a szamokat, a sorozat korabbi, 2019 el6tti elemei sorrendben: 1805, 1847, 1889, 1932, 1975, 2019, me-
lyek egyike sem négyzetszam (gyokeik megkozelits értéke rendre: 42,4853; 42,9767; 43,4626; 43,9545; 44,441; 44,9333).
Mivel 1764 + /1764 > 1805, 1763 + v/1763 < 1805, valoban nincs korabbi eleme a sorozatnak. Igy a korabbi tagok
kozott nincs négyzetszam.

Megmutatjuk, hogy ha van egy négyzetszam a sorozatban, akkor a sorozat egy alkalmas késGbbi eleme is négyzet-
szam, tehat végtelen sok négyzetszam van a sorozatban. Pontosabban: Ha a; = b?, akkor a; opy1 = (2b)2. Ugyanis
a sorozat kiovetkezé harom eleme rendre a; 11 = b* + b, ajro = b> + 2b, a;13 = b? + 3b lesz (hiszen b2+ Vb2 = b+ b,
b2 < b24b < b2+2b < b24+2b+1 = (b+1)2, és igy b>+b és b%+2b gyokének egész része is b). Azaz a;s = (b+ 1)>+b—1.
A c-re vonatkozo indukciéval belatjuk, hogy a;+14+2. = (b + c)2 +b—c,ha0<c<b+ 1. Ez c = 1-reigaz; tegyiik fel,
hogy aiy142. = (b+ 0)2 + b — c¢. Ekkor

tip12e41 = (b+ ) +b—c+b+ec=(b+c)’ +2b

és
Qit142c+2 = Qit142(c+1) = (b + o +2b+b+c=(0b+c+1)’+b—(c+1)

(hiszen (b+¢)* +b—c < (b+¢)* +2b < (b+¢)* +2b+2c+ 1 = (b+ c+1)*). Tehat az allitas teljesiil (¢ + 1)-re is.
Helyettesitsiink be ¢ = b-t, ezzel megkapjuk a fenti allitast.

A sorozat elemei 2019 utan: 2019, 2063, 2108, 2153, 2199, 2245, 2292, 2339, 2387, 2435, 2484, 2533, 2583, 2633,
2684, 2735, 2787, 2839, 2892, 2945, 2999, 3053, 3108, 3163, 3219, 3275, 3332, 3389, 3447, 3505, 3564, 3623, 3683, 3743,
3804, 3865, 3927, 3989, 4052, 4115, 4179, 4243, 4308, 4373, 4439, 4505, 4572, 4639, 4707, 4775, 4844, 4913, 4983, 5053,
5124, 5195, 5267, 5339, 5412, 5485, 5559, 5633, 5708, 5783, 5859, 5935, 6012, 6089, 6167, 6245, 6324, 6403, 6483, 6563,
6644, 6725, 6807, 6889.

Mivel 6889 = 832, a fentiek szerint végtelen sok négyzetszam van a sorozatban.
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