I. megoldas. Legyen a BC' egyenes és az AEBA koréirt korének B-t6l kiilonb6z6 metszéspontja P.

B P C

A C pontnak erre a korre vonatkozo hatvanya CP - BC = CFE - CA.
Tudjuk, hogy BC? = BD - BA+ CFE - C'A. Ut6bbi egyenletbdl kivonva, el6bbit, azt kapjuk, hogy

BC - (BC — CP) = BD - BA.

Viszont BC — CP = BP, igy BP- BC = BD - BA.

Az egyenlet jobb oldala a B pontnak az ADCA koréirt korére vonatkozo hatvanya. Ezek szerint az egyenlség
miatt P rajta van az ADC/\ koréirt korén is.

Legyen APC'< = . Ekkor keriileti szogek egyenlGsége miatt az ADPC koron ADC< = APC< = ¢. Tudjuk, hogy
APB< = 180° — ¢. Az ABPE koron a keriileti szogek miatt AEB< = APB< = 180° — . Igy ADF< = ADC< = ¢
és AEF< = AEB< = 180°— ¢, mivel D, F, C, illetve E, F, B egy egyenesen vannak. Ezek szerint ADF<+ AEF< =
180°, tehat ADFE valoéban hurnégyszog, hiszen két szemkozti sz6gének Osszege 180°.

Diszkusszid: Akkor lehetne probléma az abraval — és igy a bizonyitéassal is —, hogyha az AEBA koréirt kore érinti
BC-t, vagy pedig a BC szakaszon kiviil metszi masodszor. A C-bdl felirt hatvany a korre ekkor is helyes lesz, igy
CE-CA = CP-BC teljesiilni fog. Hogyha a BC szakaszon kiviil metszi a kor az egyenest, az csak B-n tul lehet, igy ha
P ,rossz” helyen van, akkor CP > BC teljesiilni fog. Ennek alapjan CP-BC > BC?,igy a BC?> = BD-BA+CE-CA
egyenletben BD - BA < 0, ami nyilvanvaléan nem lehetséges, mert ekkor D nem belsé pontja lenne az AB oldalnak.
Ezek szerint a feltétel alapjan a P pont a BC' szakasz bels6 pontja, az abra mindig megfelels, és a bizonyitas helyes.

T6th Baldzs (Budapesti Fazekas M. Gyak. Alt. Isk. és Gimn., 11. évf.) dolgozata alapjan

II. megoldas. Legyen az ABC haromszog A-nél fekvs bels6 szoge «, a B-bdl, illetve C-bél indulé magassagvonalak
talppontjai pedig Mp és Mc.

A BC oldalra felirt koszinusztételbol:
BC? = BA® + CA* —2-BA-CA - cos o,
valamint a feltétel szerint:
(2) BC?=CA-CE + BD - BA.
(1) és (2) kiilonbségebol:

0=CA(CA—-CE)+ BA(BA—BD)—2-BA-CA - cosa,
0=AF -CA+AD -BA—-2-BA-CA - cosa.

Rendezés utan:

AE AD

(3) 2C08a:m+m.



Masrészt az ACMe és ABMp derékszogi haromszogekbdl cos a-t kifejezve:

McA MpA
CA BA

(4) 2cosa =

(3) és (4) kiilonbsége alapjan:
AE — MpA  MgA—AD

AB AC
) EMp  DMc
AB ~ AC

Atrendezés utan sin a-val bévitve:
DMC - AC - AC - sina OMC

EMgp AB AB-sina BMpg

Ez azt jelenti, hogy a DMcC és EMpB derékszogi haromszogek hasonloak, a megfelels szogek egyenlsk: Mo DC'< =
MpEB<. Mivel MpEB<t = AEF<, és az McDC< mellékszoge F'DA<, igy

AEF< + FDA< = 180°,

azaz, AEF D valoban hurnégyszog.
Ha a D és M¢ pontok egybeesnek, akkor (5) miatt az E és Mp pontok is egybeesnek, az ADFE négyszog két
szemkozti szoge derékszog, tehat ekkor is hurnégyszoget kapunk.
Kocsis Anett (Gy6r, Révai Miklos Gimn., 11. évf.)

II1. megoldas. Tekintsiik a B kézéppontu, vV BD - BA = ry sugari c; és a C kozépponta, VCE - CA = ry sugard
d koroket. Ezekre a korokre invertdlva az A pontot kapjuk a D és az F pontot, mivel agy valasztottuk meg a sugarakat,
hogy ez teljesiiljon.

A feladatban szereplé feltétel szerint

BC?=BD -BA+CFE-CA =7} +r3,

tehat a Pitagorasz—tétel megforditasa értelmében a BC'M héaromszog derékszogi, vagyis a két kor bezart szoge (ami
a metszéspontjukba huzott érint6k bezart szoge) 90°. Ebben az esetben, ha valamelyik korre invertaljuk a méasik kort,
akkor annak a képe 6nmaga lesz, tehat invarians alakzat. Ezeket felhasznélva lathatjuk, hogy ha D-t invertaljuk a d,
valamint F-t a c korre, akkor képeiknek egybe kell esniiik, ez pedig csak a két egyenes metszéspontjaban lehetséges,
amit az dbran F-fel jeloltiink.

Lathato, hogy ebben az esetben BD - BA = r? = BF - BE, azaz a BDF és BAE haromszogek hasonlok, tehat
DFB<« = BAE<.
Ekkor az ADF E négyszog valoban hirnégyszog lesz, hiszen a szemkozti szogeinek 6sszege 180°. Ezzel allitasunkat
belattuk.
Tubak Ddniel (Szegedi Radnoti M. Kisérleti Gimn., 11. évf.)

Megjegyzés. A megoldas csak a kovetkezs tétel alkalmazasaval teljes: Két inverzio sorrendje pontosan akkor cserél-
het6 fel, ha az alapkordk merdlegesen metszik egymaést.

Esetiinkben az A pont ¢ korre vonatkozo inverze a D pont, majd ennek a d-re vonatkozé inverze rajta van a C'D
egyenesen. Masrészt az A pont d-re vonatkoz6 inverze az F pont, majd ennek inverze a c-re a BE egyenesen van. Ha
a két inverzio felcserélhets, akkor valéban csak a két egyenes metszéspontja, az F' pont lehet a kozos kétszeres inverz.

Vazoljuk az inverzidk sorrendjére vonatkozo tétel bizonyitasat.



Az inverzi6 szogtarto. Ebbdl kdvetkezben az inverzid inverzidtartd: ha P és (Q egymas képei az i korre vald inverzi-
6nal, és P', ', i’ ezek képei a j korre valo inverzional, akkor P’ és Q' egymaés képei az i’-re valo inverzional. Valoban,
P és @ pontosan akkor egymas képei i-nél, ha a P-n is és @-n is d&tmené korok valamennyien merélegesek i-re — ez
a tulajdonsag pedig megmarad, ha j-re invertalunk.

Tehat ha az i1, io korokre valo inverziok kommutativitasat vizsgaljuk, akkor attranszformalhatjuk Sket egy inver-
zioval, a transzformaciok megmaradnak, kommutativitasuk ott is vizsgalhato.

Két metsz6 korre vonatkozoé inverzid két metszd egyenesre vonatkozo tiikrozéssé valtozik, ha a két kér metszéspontja
koriili inverziét alkalmazunk.

A szogtartas miatt akkor és csak akkor cserélhetd fel a tiikrozések sorrendje, ha a két egyenes merdleges egymaésra.



