Készitsiink abrat geogebraban, hatha megsejtiink valamit. A netes megoldas az alabbi oldalon talalhatd, és ott
letolthetd egy geogebra fajl, melyben a Z pont mozgathat6é az AF' szakaszon:
https://www.komal.hu/feladat?a—feladat&f=C1549&1=hu.

Ez alapjan az a sejtés, hogy a kérdéses sz0g értéke 45°, illetve az XY Z haromszog egyenls szara és derékszogi.
Bizonyitsuk ezt be.

Ha a Z pont az A pontba esik, akkor az Y pont a B ponttal egyezik meg, és az X ZY haromszog egyenls szara
derékszogl haromszog, X ZY < = 45° (1. dbra).

A=7Z F B=Y

1. dbra

Ha a Z pont az F' pontba esik, akkor az X ZBY négyszog négyzet, az X ZY haromszog ekkor is egyenld szara
derékszogl haromszog, és X ZY < = 45° (2. dbra).
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2. dabra

Ha a Z pont méashol helyezkedik el, arra az esetre adunk harom megoldéast. A honlapon két, ezektdl kiilonbozé
megoldés olvashato.

I. megoldas. Allitsunk merslegest az X pontbol a BY egyenesre, a talppontot jelolje P. Az FBPX négyszog
négyzet, mert harom szoge derékszog és FB = F X = a. Ezért PB = a, és igy PY = a— b (3. dbra).
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8. dbra

Mivel PY = FZ = a—b, PX = FX = a ¢s YPX<a = ZFX< = 90° ezért az YPX és a ZFX haromszog
egybevagd. Ebbdl kovetkezik, hogy XY = X Z és Y X P< = ZX F<. Innen adédik, hogy

90° = FXPq<=FXY<+YXPqa=FXY<a+ZXF1a=ZXPq,

és igy
180° — 90°
XZY«q = — = 45°.
II. megoldas. Helyezziik az abrat koordindtarendszerbe ugy, hogy az F' pont az origdban legyen, az A pont koor-

dinataja (—a;0), a Z ponté pedig (—b;0). Ekkor a B pont koordinatai (a;0), az Y ponté pedig (a;a — b) (4. dbra).


https://www.komal.hu/feladat?a=feladat&f=C1549&l=hu
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4. dbra
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Irjuk fel a 7ZX ¢ ZV vektorok skalarszorzatat kétteleképpen. Mivel 7ZxX = (b;a) és ZY = (a + b;a — b), ezért

egyrészt
_Z_)_()-ﬁ:b(a—i—b)—i—a(a—b):ab+b2+a2—ab=a2+b2.

Masrészt

ZX .7V = \/b2+a2-\/(a+b)2+(a—b)2-cosa:
= \/a2+b2-1/2(a2+b2) -cosa = \/§(a2+b2) cos .

A kétfajta feliras egyenls egymassal:
\/§(a2 + b2) cosa = a? + b2,

1
cosa = —,
V2
o = 45°,

mivel 0° és 90° kozott van.
Gdl Bence (Szolnok, Varga Katalin Gimn., 11. évf.)

III. megoldas. Mivel FA = FX = FB és AFX< = 90°, ezért az ABX haromszog egy 2a atloju négyzet fele,
XA=XBé AXB<=90° (5. dbra).

5. dbra

Forgassuk el az e := AB egyenest az X pont koriil 90°-kal. A kapott ¢’ egyenes meréleges lesz az e egyenesre, igy
megegyezik a feladatban B-ben allitott AB-re meréleges egyenessel (6. dbra).
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6. dbra

Mivel AX = BX és AX B< = 90°, ezért a forgatas soran A képe B lesz. Tudjuk, hogy b = AZ = A'Z' = BY , igy
Z képe Y = Z'. Mivel a forgatas tavolsagtarto, igy XZ = XZ' = XY, és mivel 90 fokkal forgattunk, igy ZX 7'« =
ZXY <1 =90° Tehat az XZY egy egyenkd szara derékszogl haromszog, és igy a keresett szog, X 7Y < = 45°.



