L. A feladat feltételei koziil egyeldre csak annyit hasznalunk fel, hogy a hegyesszog. Igy az ABC haromsziogben
B-nél tompaszog van, az AB és BC szakaszok felezé merélegesei a haromszogon kiviil metszik egymaést, az AC oldalt
az el6ébbi A-hoz kozelebb, az utobbi C-hez kozelebb metszi (1. abra).

1. dbra

Ez a két felez6 merdleges tehat olyan harom részre vagja az ABC haromszoget, hogy mindegyik rész bels pontjaihoz
az illets rész altal tartalmazott csics van a haromszog csucsai koziil a legkdzelebb. A BD szakasznak a haromszogbe
esO része a B-hez tartozo részben fut, mert végpontja egyenld tavolsagra van A-t6l és C-t6l. Hasonld allitas igaz az
AC' D haromszogre is, igy az ABD haromszog pontjaihoz az A, B, C', D pontok koziil az A, B, D csicsok valamelyike
van legkozelebb — elegendd tehédt annak a sziikséges és elegendd feltételét megvizsgalnunk, hogy az ABD haromszoget
a Ka, Kp; Kp korok lefedjék.

Két esetet kiilonboztetiink meg aszerint, hogy « 60°-nal kisebb-e vagy nagyobb. Ha 0 < a < 60°, a K4 kornek a
BAD szogtartoméanyba ess része egyszersmind a Kp kornek is része, igy csak azt kell megvizsgalnunk, hogy a Kp,
Kp korok mikor fedik le az ABD haromszoget. a > 1 esetén a Kp kor az AB szakaszbol egységnyi hosszusaga részt
vag le, a Kp korbol az AB egyenesre es6 hir hossza pedig 2 cos a.

2. dbra

Ha e két kor lefedi az AB szakaszt, e részek Osszege nem kisebb az AB szakasz hosszanél (2a abra):
(2) a<2cosa—+1.

Ez a < 1 esetén is teljesiil, tehat 0 < o < 60° mellett a fedés sziikséges feltétele. Feltételiink ugy is fogalmazhato,
hogy az ABD haromszog része legyen annak az AByD haromszégnek, melyben ABy = 2cosa + 1. Messe Kp az AB
egyenest E-ben, akkor AD = DE = EBy = 1.

Megmutatjuk, hogy (2) elégséges feltétel. Valoban, Kp lefedi az AED haromszoget, igy ha B az AE szakaszon
van, Kp maga lefedi az ABD haromszoget. Ha B az E By szakaszon van, Kp lefedi F-t EB < 1 miatt. Legyen F
vetiilete BD-n E’, akkor az EBE’ haromszoget a Kpg kor, az EE’D haromszoget a Kp kor fedi le, hiszen pl. az EBE’
haromszoégben a B-t6l legtavolabbi pont az E csdcs, és Kp azt is lefedi.

Ha 60° < a < 90°, legyen az AD egyenes B-t tartalmazo oldalan F' az a pont, melyre AF = DF = 1. Messe az F
koriili egységsugaria K kor az AB egyenest Bi-ben. Az AB1F egyenld szari haromszoghben B1 AF<t = a — 60°, ezért
(2b abra)

AB; = 2cos(a — 60°) = cosa + V3sina.

Igy pedig a feladat allitasaban szerepls (1) feltétel esetiinkben ekvivalens azzal, hogy B az AB; szakaszon legyen, vagyis
az AB1D haromszog tartalmazza az ABD haromszoget. Megmutatjuk, hogy 60° < o < 90° mellett ez sziikséges és
elégséges feltétele annak, hogy a K4, Kp, Kp korok lefedjék az ABD haromszoget.

Feltételiink elégséges, hiszen ha B az ABj szakaszon van, az I’ pontot mindharom kor lefedi, és ebbdl a fentiekhez
hasonléan lathato be, hogy a K4 és Kp korok egyiitt lefedik az AFB haromszoget, Kp és Kp egyiitt a BFD
haromszoget, K4 és Kp pedig egyiitt az AF'D haromszoget fedik le. (Természetesen nem okoz zavart, ha F' nincs is
benne az ABD haromszogben.)

Forditva, ha B az AB; szakasz Bj-en tuli meghosszabbitasan van, az F'B egyenes a K 4, Kp korok belsejében levs
AD szakaszt annak belsejében metszi, igy F' az ABD haromszog belsejében van, és a K 4, Kp korok az IF'B szakasznak
csak az I végpontjat fedik le. B viszont a Kp koron kiviil van, tehat F'B > 1, igy az F'B szakaszt nem fedheti le teljes
egészében a Kp kor. Eszerint feltételiink sziikséges is.

Osszefoglalva az eddigieket: ha az ABD haromszog tetszéleges, akkor 0 < < o < 60° esetén (2), 60° < a < 90°
esetén (1) a sziikséges és elégséges feltétele annak, hogy a K4, K, K¢, Kp korok lefedjék az ABC D paralelogrammaét.



IL. Utolso lépésként megmutatjuk, hogy ha 0 < a < 60°, és az ABD héaromszog hegyesszogi, akkor (1) is, (2) is
mindig teljesiil. Valoban, a 2a dbran ADBy<t = 180° —3«/2, a 2b abran ADB; <t = 150° — a, tehat 0 < o < 60° mellett
mindketté tompaszog; ha tehat az ABD haromszogben D-nél hegyesszog van, az AByD, ill. az AB; D haromszog
tartalmazza az ABD héaromszoget.

Ha tehat 0 < a < 60°, és az ABD haromszog hegyesszogt, koreink mindig fedik a paralelogrammat, és az (1)
feltétel is mindig teljesiil, igy hegyesszogi ABD haromszog esetén (1) az egész 0 < a < 90° intervallumban sziikséges
és elégséges feltétele a fedésnek.

Megjegyzés. Hasonlé modon lathato, hogy ha az ADB< tompaszdg, és 60° < a < 90°, akkor a korok sosem fedik
az ABCD paralelogrammat.



