I. megoldas. Megmutatjuk, hogy a kérdéses kovetkeztetés nem igaz. Rekurzivan felépitjiik A-t, H-t, és az £ # E’
eltolashalmazokat (mind R nemiires részhalmazai), agy, hogy

H=|JA+e)= |J (A+¢),

eck e'cE’

és mind az A+ e ={a+e:a € A} (e € E) eltoltak, mind az A+ ¢’ = {a+¢€': a € A} (¢’ € F') eltoltak paronként
diszjunktak.

Legyen el6szor Ay = {0}, By, = {0}, B} = {1}, és Hy = (A1 + E1)U (A1 + E}) = {0,1}. Innen rekurzivan haladunk
tovabb. Tegyiik fel, hogy mar megkonstrualtuk a véges A,, E,, E, halmazokat tgy, hogy E, NE/, =0, A, + E, és
A, + E/, minden &ltaluk lefedett elemet egyszer fednek (vagyis az A + e (e € E,,) halmazok paronként diszjunktak, és
az A+ € (¢’ € EJ) halmazok is paronként diszjunktak). Legyen ekkor H,, = (A, + E,) U (4, + E],). Most egymés
utdn minden egyes h € H, elemre a kovetkez6t tessziik: ha h eddig nem volt benne A,, + E,-ben, akkor betesziink
A,-be egy a, E,-be egy e elemet, hogy azok Osszege éppen h legyen, és a kordbbi tulajdonsagok ne romoljanak el,
azaz a ne legyen a; + e; — e2 alaku (ahol ezek korabbi elemek: a; € A,,, e1,e2 € E,,), és e se legyen e; 4+ a1 — ay alaka
(ahol e; € E,, a1,az € A,), s6t, az Gj e ne legyen E!-ben sem. Mindegyik feltétel véges sok elem letiltasat jelenti.
Ugyanigy jarunk el A, + E], esetében is. Igy kapjuk az A, 11, Ent1, El,, halmazokat, nyilvan H, C A,q1 + Epy1,
Hn g An+l + E;H-l'

Vilagos, hogy A = U A, E = U E, E = U E,, H = U H,, megfelelnek, amennyiben a korlatossag is
n=1 n=1 n=1 n=1

teljesiil. Azonban a korlatossagot is konnyen betarthatjuk, ha minden 4j elemet a (—2,2) intervallumbol valasztunk

a kovetkez6képpen: egy tipikus lépésben egy adott H,, > h € (—=2,2) + (—2,2) = (—4,4) elemet akarunk felirni a + e

alakban, ahol a € A1, és e € Epyq (vagy Ej ;). Vilagos, hogy mivel csak véges sok letiltott elem van, léteznek

ennek megfelels a, e € (—2,2) szamok.

II. megoldas (Matolcsi David dolgozata alapjén). Legyen H a (—2,2) nyilt intervallumba ess, 3-hatvany nevezsji
racionalis szamok halmaza. Legyen A C (—1,1) a +(1 — 37") alaka szdmok halmaza, ahol r nemnegativ egész. Be
fogjuk latni, hogy H tobbféleképpen is felbonthaté A-nak paronként diszjunkt eltoltjaira.

Legyen E a [—1, 1] zart intervallumba es, 3-hatvany nevez6ji raciondlis szamok halmaza. Ekkor A+FE = {a+e: a €
A, e € E} C H (itt valojaban egyenlSség all). Mivel A és A + 2/3 is tartalmazza a 2/3 szamot, ezért A-nak ez
a két eltoltja nem diszjunkt. Elég belatni, hogy mindketts kiegészitheté H felbontésava A-nak paronként diszjunkt
eltoltjaira. Mivel H megszdmlalhato, elég belatni, hogy ha valamely ey, ..., e, € E szamokkal képzett A + e; eltoltak
nem tartalmazzak a h € H szamot, akkor van olyan e € F szam, hogy az A + e eltolt tartalmazza a h szdmot és
diszjunkt A +eq,..., A + e, mindegyikétsl.

Valasszuk az r > 2 egész szamot olyan nagynak, hogy 3" 2(h —e;) egész legyen minden i = 1,...,n esetén, tovabba
37" < 2 — |h| alljon. Ekkor |h| — (1 —37") < 1, tehat tudunk olyan elGjelet valasztani, hogy az a = +(1 —37") és
e = h — a valasztéassal |e] < 1, azaz ¢ € E legyen. Ekkor h=a+e € A+ e.

Mar csak azt kell belatnunk, hogy b,c € A és 1 < i < nesetén b+ e # c+ e;, azaz b+ h — a # ¢ + e;, vagyis
a—b+c#h—e;. Mivel h ¢ A+ e;, ezért h—e; ¢ A, tehat a = b vagy a = —c esetén készen vagyunk, hiszen ekkor
a—b+ce A. (Utobbi esetben hasznaljuk, hogy az A halmaz a 0-ra szimmetrikus.) Egyéb esetben belatjuk, hogy
3"2(a — b+ c) nem egész, amibdl a kivant nem-egyenléség azonnal kovetkezik.

Legyen b==4(1 -3"%)ésc==4(1-37"), ekkor 3" (a —b+¢c) =+(3" - 1) F (3" = 3" %) £ (3" — 3" "), ahol 3" egy
9-cel oszthato egész, F1 43" F3" ! pedig nem, mert max(s,t) > r esetén ez vagy F1, vagy nem egész, max(s,t) < r
esetén pedig vagy F3, vagy nem oszthat6 3-mal. Igy tehat 3"(a — b+ ¢) nem lehet 9-cel oszthato egész.



