I. megoldas. Szamoljuk meg kétféleképpen, hogy hany olyan (A, B, C) rendezett harmas van, melyre A és B az F
halmazrendszer két kiilonb6zs eleme, C' C {1,2,...,n} pedig egy olyan nemiires részhalmaz, melyre az ANC és BNC
halmazok elemszaméanak paritasa kiilonbozik.

() El6szor is megjegyezziik, hogy béarmely (véges) nemiires S halmaz részhalmazainak pontosan a fele paros, illetve
paratlan méretd. S6t, altalanosabban, ha T' O S egy (véges) halmaz, akkor T részhalmazainak éppen a fele metszi
(a nemiires) S-et paros, illetve paratlan elemszamt halmazban (hiszen S minden részhalmaza ugyanannyiféle-
képpen, 2‘T\S‘—féleképpen, egészithetd ki T részhalmazava). Est az észrevételt a megoldéas soran t6bbszor is fel
fogjuk hasznalni.

Legyen |F| = t. El6szor A és B megvalasztasaval kezdjiik: A-ra ¢ lehet&ség van, ezutan B-re (¢ — 1), hiszen
A # B € F. Ezutan pontosan azok a C nemiires halmazok megfelelSk, melyek az AAB (nemiires) halmazt (vagyis
A és B szimmetrikus differencidjat) paratlan sok elemben metszik. Ezt a feltételt (%) alapjan a részhalmazok fele
teljesiti (és nincs koztiik az ()), igy a megfelels C' halmazok szama 2"~ !. Tehat a megfelels (A, B, C) harmasok szama
t(t —1)2" %

Most ugyanezt masféleképpen is megszamoljuk: el¢szor C-t valasztjuk meg, erre (2" — 1)-féle lehet&ség van. Ezutan
az olyan (A, B) parok lesznek megfelel6k, melyekre |[ANC| és |[BNC| paritasa kiilonboz6. Az A € F halmaz tetsz6legesen
megvalaszthato, majd ezutan a feltétel szerint éppen t/2 esetben lesz |B N C| paritasa megfelels (vagyis |A N C]
paritasatol kiilonbozs). Igy a harmasok szama (2" — 1)t(t/2).

At(t—1)2""1 = (2" —1)t(t/2) (t-ben masodfoki) egyenlet megoldésai t = 0 és ¢t = 2". Tehét az iires halmazon és
az Osszes részhalmazt tartalmazé halmazrendszeren kiviil nincs megfelel6 F.

Ez a két halmazrendszer pedig teljesiti a feltételeket: ha F az iires halmazrendszer, akkor A N X elemszama 0-szor
lesz paros, 0-szor lesz paratlan; ha pedig JF az Osszes részhalmazt tartalmazo halmazrendszer, akkor (x) szerint barmely
nemiires X-re AN X elemszama 2" ! esetben paros, 2"~ ! esetben paratlan.

Tehat két megfelels halmazrendszer van: az ires halmaz és az {1,2,...,n} Osszes részhalmazat tartalmazo halmaz-
rendszer.

II. megoldas (Fleiner Zsigmond és Velich Nora megoldésa alapjan). Megmutatjuk, hogy csak az tires halmazrend-
szer és az Osszes részhalmazt tartalmazo halmazrendszer megfeleld.

Legyen ismét |F| = t. Készitsiink egy ¢ x 2" méretii tablazatot, melynek sorai az F-beli halmazoknak, oszlopai
pedig az {1,2,...,n} részhalmazainak felelnek meg. Barmely A € F és X C {1,2,...,n} halmazok esetén az A-nak
megfelels sor és az X -nek megfelels oszlop kozos mezdjébe irjunk (+1)-et, ha |[AN X| paros, illetve (—1)-et, ha |[AN X]|
paratlan. Ebben a tablazatban szamitsuk ki a szdmok Osszegét kétféleképpen: oszloponként és soronként is.

A feltétel szerint barmely nemiires X esetén az A € F halmazoknak pontosan a felére lesz |A N X| paros, illetve
paratlan, vagyis az X-nek megfelel6 oszlopban a szamok fele 41, fele —1; az Gsszegiik 0. Az iires halmaz minden
A € F-et a péaros iires halmazban metsz, tehat az iires halmaznak megfelels oszlopban mind a ¢ elem +1. Azt kaptuk,
hogy a tablazatban az elemek Gsszege t.

Ha () € F, akkor az (-nak megfelels sorban csupa +1 &ll, ezek Osszege 2". Tekintsiink most egy tetsz6leges nemiires
A € F elemet és a neki megfelels sort. Mivel az A nemiires, az {1,2,...,n} részhalmazaival vett metszeteinek éppen
a fele paros, iletve paratlan; az ilyen sorokban az elemek sszege 0. Osszességében, a tablazat 6sszege 2, ha () € F, és
0,ha 0 ¢ F.

A kétféle Osszeszamolasbol azt kaptuk, hogy ¢ = 0 vagy t = 2", vagyis F az iires halmazrendszer, vagy pedig
{1,2,...,n} Osszes részhalmazabol all. Azt, hogy ez a két halmazrendszer teljesiti a feltételeket, ugyanagy ellendriz-
hetjiik, mint az I. megoldasban.



