Elnevezés: Az <Z> kifejezésben n-re olykor szamlaloként, k-ra pedig nevezdként hivatkozunk. Sziikségiink lesz

b -1 b+1
a kovetkezd becslésre: Legyenek a, b, y pozitiv egész szadmok, melyekre a > b; ekkor: (a) + ( ) > (a ) + ( + )
Y Y Y
Bizonyitds: ekvivalens atalakitasokat hajtunk végre a bizonyitand6 egyenlStlenségen. Szorozzuk mindkét oldalt

(y!)-sal:
ala—1)(a—2)...(a—y+1)+bb-1)b—-2)...(b—y+1) >
>a-1)(a—2)(a—=3)...(a—y)+(b+1)b(b—-1)...(b —y+2).

Vonjuk ki a jobb oldalt és emeljiink ki:

(a—(a—y))(a—1)(a—-2)...(a—y+1)+
+((b—y+1)—(b+1)bb—1)...(b—y+2)>0.

Végezziik el a kivonast és adjuk hozza a negativ tagot:
ya—1)(a—2)...(a—y+1)>yblb—1)...(b—y+2).

Ez pedig egyenesen kovetkezik abbdl, hogy a > b, mert mindkét oldalon y pozitiv szam szorzata all, és a bal oldalon
lévsk paronként nagyobbak vagy egyenldk, mint a jobb oldalon 1évék. Ezzel a lemmaéval a késébbiekben olyan 6sszegeket
tudunk alulrél becsiilni, ahol a binomidlis tagok ,szamlaléjaban” 1évé tagok Osszege adott. Fontos megjegyezni, hogy
amit belattunk 1-re (amennyivel ,kézelebb vittiik egymashoz” a két szamlalot), az tetsz6leges pozitiv valos szamra
igaz, ez latszik a bizonyitas menetébdl. Tehat valojaban a szamlalok atlagaval tudunk alulrél becsiilni, és ez akdrhany
tagra igaz.

A feladat dllitasanak bizonyitdsa: Vegyiink egy tetszGleges n pontu teljes grafot. Legyen az élek szine kék és lila,

k
és tegyiik fel, hogy kékbdl van tobb vagy ugyanannyi, mint lildbol. Legyen a kék élek szdma % (itt k£ nem feltétlendl
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egész szam, de ez nem baj, és mar most tudjuk, hogy k£ < nT), az a lényeg, hogy egy cstcsbol atlagosan £ darab

kék él indul ki. Ha egy csticsbo6l kiindul = kék él, akkor az a cstics <§> kék cseresznyének a gyokere (egy cseresznye egy
kettd hosszu ut, és gyokere az élek koz6s végpontja). Legyen a graf i-edik cstucsabol kiindulo kék élek szama A;. Ekkor

A A A,
a grafban van ( 21> + ( 22) +...+ ( 9 ) kék cseresznye, ahol A; + As + ... A,, = nk. Most alkalmazzuk a lemmat

az y = 2 esetre, és megkapjuk, hogy van a grafban legalabb n 9 kék cseresznye, hiszen mind az n szamlaloba
behelyettesitettiik k-t, a szamlalok atlagat. Ezt osszuk el az élek szamaval, és megkapjuk, hogy egy élen atlagosan
k
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cseresznye fekszik (egy cseresznye azon az élen fekszik, ami hidnyzik a harom pont altal meghatarozott haromszoghdol).
Persze lehetséges, hogy néhany élen tobb, néhanyon pedig kevesebb cseresznye fekszik, azonban a kovetkezs 1épésbél
és a lemmabol latni fogjuk, hogy akkor kapunk als6 becslést, ha az atlaggal szamolunk. Szintén a lemmat alkalmazva

kapjuk, hogy "
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4 hossza kék kor fekszik atlagosan egy élen mint a 4 hosszt kor ,atlojan”. Ezt az élek szdméval beszorozva megkapjuk
a 4 hossza kék korok szamat. Azonban igy minden 4 hosszu kék kort kétszer szamoltunk (mindkét atlojanal), ezért ezt
el kell osztani 2-vel. Ebbél azt kapjuk, hogy legalabb

N
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4 hosszi kék kor van a grafban. Teljesen megegyezd gondolatmenettel kaphatjuk, hogy lila korbél legalabb
n—1—k
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darab van, hiszen az egy csucsbol kiindulé lila élek atlagos szdma n — 1 — k. Konstans szorzotél eltekintve ezek is
fix Osszegi szamlalok azonos nevezGjd binomidlis kifejezéseinek Gsszegei, tehat alulrdl becsiilhetjiik az atlaggal: k és
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n — 1 — k atlaga éppen nT, ezt behelyettesitve becsiilhetjiik a 4 hosszu korok szamat:

n—1
203N /N 1
2. n—1 . R
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Ezt ekvivalens atalakitasok sorozataval szebb alakra hozhatjuk:

nn—1)(n-3)(n—-"1)
64 .

Ez n > 9 esetén nagyobb a bizonyitandénal, hiszen n(n—7) > (n — 5)% és (n—1) > (n—5), valamint, (n— 3) > (n—5)
mind teljesiil n > 9-re. Ha n = 8, akkor pedig 8- 7-5-1 > 64. Ezzel a bizonyitandét belattuk.

Virkonyi Zsombor (Budapesti Fazekas M. Gyak. Alt. Isk. és Gimn., 10. évf.)



