Tiikrozziik az A csicsot a D pontra, a tiikorképet jelolje A’. Mivel AA’ és BC a D pontban felezik egymast, ezért
ABA'C paralelogramma.
A paralelogramma-tételt felirva kapjuk, hogy

AA? + BC? = AB? + BA? + A'C? + CA”?.

A haromszog oldalait és stlyvonalait a szokdsos moédon jeldlve és kihasznalva, hogy AB = CA’ és BA' = AC
kapjuk, hogy

(250)% +a®> = @ + > + 2 + b7,
452 = 2b% 4+ 2¢* — a?,

202 + 2¢2 — g2
Sq =\ ————.
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Hasonl6 a képlet sp-re és s.-re. A képletekbdl lathato, hogy ha egy oldal legalabb akkora, mint egy masik, akkor
a hozza tartozo stulyvonal legfeljebb akkora, mint a masikhoz tartozé. Az is kovetkezik, hogy ha az a-hoz és b-hez
tartozo stulyvonal hossza egyenls, akkor a = b, hiszen felirva a képletet a két silyvonalra, és egyenlGvé téve Gket, majd
négyzetre emelve és rendezve azt kapjuk, hogy a® = b2

Legyen az a-hoz tartozo sulyvonal hossza 3x, a b-hez tartozd 3y, a c-hez tartozé pedig 3z. A sulypont harmadolja
a sdlyvonal haromszogbe esé szakaszét, tehat az egyes haromszogek keriileteit fel tudjuk irni ezeknek a szakaszoknak
a segitségével.

A szimmetria miatt feltehetjiik, hogy a-nal nincs hosszabb oldal. Ezutan két esetet kiilonboztetiink meg: b > ¢ és
b<e.

Kezdjik az els6 esettel. Ekkor tehat a > b > c¢. Ennek alapjan z < y < z. Tudjuk, hogy az AFS és CES

haromszogek keriilete egyenls. Az AF'S haromszog keriilete g + z+ 2z, a CES haromszogé pedig g + y + 2z. Tudjuk
tovabbéa, hogy

ggg, z2<z, z<ly, x<z

Ezt a négy egyenl6tlenséget Osszeadva azt kapjuk, hogy AF'S keriilete legfeljebb akkora, mint C'ES keriilete. Viszont
a feladat szovege szerint ezek egyenlGek, ami pedig csak akkor lehet, ha minden egyenlGtlenségben az egyenlség esete
teljesiil. Tehat ¢ _ é, vagyis ¢ = b; és © = y, vagyis a masodik bekezdés értelmében ekkor a = b. Tehat a = b = ¢,
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a haromszog szabalyos.

A maésik eset nagyon hasonlé. Ekkor a > ¢ > b, emiatt x < z < y. Ebben az esetben a feladat szévege alapjan
C
az AFS haromszog keriilete (5 + 2z + z) megegyezik a BDS héaromszog keriiletével (g + @ + 2y). Felirva, majd

Osszeadva az
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egyenlGtlenségeket, azt kapjuk, hogy BDS keriilete legalabb akkora, mint AF'S keriilete, és egyenlGség csak akkor
lehet, ha minden egyenlGtlenségnél az egyenlGség esete all fenn. Ekkor pedig a = ¢; és y = z, amibdl kovetkezik, hogy
b = c. Tehat a = b = ¢, vagyis a haromszog szabalyos.

Mindkeét esetben azt kaptuk, hogy ha a feltétel igaz, akkor a haromszog biztosan szabalyos.
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