El6szor is vegyiik észre, hogy ha egy megfelels kitoltés esetén a tablazat minden elemét (a ,szélét”; azaz az elss és
utolsé sort és oszlopot is) megszorozzuk egy konstanssal, akkor az igy kapott tablazat is teljesiti a feladat feltételét
(azaz minden bels szam a négy szomszédja atlaga). Valamint két megfelels kitoltés 6sszege is megfelels kitoltés (az
Osszegzést itt is elvégezve a tablazat szélén is).

Masodszor azt 1atjuk be, hogy barmely megfelels kitoltés esetében a legnagyobb abszolut értéki tag csak a tablazat
szélén szerepelhet — kivéve, ha a tablazat minden tagja azonos (beleértve a széleket is). Tegyiik fel, hogy a tablazat
belsejében van egy érték, mely a legnagyobb abszolut értékkel rendelkezik. Ez a szam csak ugy lehet a négy szomszédja
atlaga, ha mind a négy szam megegyezik vele. Ugyanez igaz erre a négy szomszédra, azok 6sszesen 8 darab (hacsak
nem értiink mar ki a szélre) szomszédjara, és igy tovabb, mindegyik érintett szambol minden irdnyban tovabbhaladva,
egészen addig, amig a teljes tablazatot le nem fedtiik, a szélekkel egyiitt. Tehat ugyanaz az érték szerepel mindenhol
(a széleket is beleértve).

A fentiekbdl az is latszik, hogy egyetlen megoldas lehet a szélek adott kitoltése esetén, hiszen ha lenne két megoldas,
akkor ezek kiilonbségére is teljesiilne a feladat kovetelmeénye, viszont a kiilonbségnél a széleken csupa nulla van. Igy
ennél nagyobb abszolat értékd szam nem szerepelhet a tablazatban, azaz a kiilénbség minden szama nulla, vagyis a két
kitoltés azonos.

Veégiil azt latjuk be, hogy mindig létezik megfelels kitoltés. Ezt egy viszonylag egyszerd esetre latjuk be, amikor
a tablazat szélének egyetlen tagja nem nulla, és ez a tag pont 1. Ha ezt belattuk, akkor ezen tablazatok linearis
kombinacidja a szélek tetszsleges kitoltését megadja, igy az ilyen specialis tabldzatok megoldéasainak fentivel azonos
linearis kombinaciéja kiadja a megoldést a szélek adott kitoltésére az els6 pontban belatottak miatt.

Ehhez tegyiik azt, hogy elGszor a tablazat belsejébe csupa nullat irunk, ez lesz az A; tablazat. A masodik lépésben
minden bels§ mezSbe a négy szomszédja atlagat irjuk (a széleken 1évg értékeket természetesen nem valtoztatjuk);
igy kapjuk az Ay téblazatot. Ugyanezt a lépést ismételgetve kapjuk az As, Ay stb. tablazatokat. Az els§ lépésben

egyetlen szam értéke fog valtozni, a szélen 1évs 1-es érték szomszédja 0-rol Z—re ng, az Osszes tobbi érték marad 0.

Teljes indukcioval latszik, hogy egy lépés soran a tablazat egyetlen értéke sem csokkenhet (hiszen az el6z8 lépésben
sem csOkkent egyetlen érték sem, és nem kisebb szamok atlaga sem lesz kisebb a korabbi atlagnal). Azt is tudjuk, hogy
ezen tablazatok egyetlen bels6 szaméanak értéke sem lehet soha 1, vagy annal tobb (a megoldas masodik pontja miatt).
Azaz az egymas utani tablazatok minden adott helyen 1évé értéke egy monoton novs, korlatos sorozatot alkot, ami
igy konvergens lesz. Es mivel a hatarértékek atlaga megegyezik az atlag hatarértekével, igy az A1, Ao, ... tablazatok
hatarértéke a specialis feladat megoldasa lesz.

Ezzel bebizonyitottuk az utolsé bizonyitandé allitast, tehat a feladat allitasat is igazoltuk.

Sebestyén Pdl Botond (Budapest, Badr-Madas Ref. Gimu., 9. évf.)

Megjegyzés. A megoldas mindkeét része erésen tamaszkodik a valos szamok rendezhetSségére (és a rendezés teljessé-
gére). Mivel a feladat kovetelménye csupan a szamokkal végzendd alapmiveletekrdl szol, jogosan vetddik fel a kérdeés,
vajon érvényben marad-e valami a feladat allitasabol, ha a valds szamok helyett egy nem rendezhetd test elemeivel
toltjiik ki a tablazatot.

Ha valés szamok helyett komplex szamok szerepelnek, akkor a beirt szamok valés és képzetes részeivel kapott
tablazatokra kiilon-kiilon alkalmazhaté a valds esetre adott bizonyités, igy ebben az esetben a feladat mindkét allitasa
igaz marad. Masodik probalkozasként tekintsiik a haromelemtd T' = {0, 1,2} testet a modulo 3 Gsszeadas és szorzas
miveletével. Mivel T-ben 3 = 1+ 1+ 1 = 0, itt négy szam atlaga a szamok Osszegével egyenls. Tekintsiik itt a levagott
sarka 4 x 3-as tablazatot, aminek szélsé soraiban és oszlopaiban minden mez6be nullat irtunk. A belsé két mez6
mindegyikébe szintén nullat irva megfelels kitoltést kapunk, de megfelel az a kitoltés is, ha a két belsG mez6be 1-es
keriil: ezek mindegyikének harom 0 és egy 1-es szomszédja van, amelyek atlaga e szamok Osszege: 0 +0+ 0+ 1 = 1;
igy ez is egy megfeleld kitoltés, tehat az egyértelmiiség ekkor nem teljesiil.

Tovabbra is 4 x 3-as tablazatot és a T test elemeit hasznélva irjunk az els6 (kiilsG) sor iires mez&jébe 1-et, a tobbi
szélsG sor és oszlop mez6ibe pedig nullakat. A k6zéps6 (belss) oszlop két mezGjébe (az 1-es ala) irandé értékeket jelolje
rendre x és y. Az x szomszédai 0, 1, 0 és y lévén 2 = 0+ 1+ 0+ y = 1 4 y sziikséges. Hasonldan, y szomszédai 0,
z,0és0lévén y = 0+ =z + 0+ 0 = x-nek is teljesiilnie kellene, ezekbdl viszont + = 1 + y = 1 4+ x kovetkezik, ami
ellentmondéas. Tehat ebben az esetben a tablazatnak nem létezik a feladat kovetelményeinek megfelels kitoltése.



