I. megoldas. Jeldlje a harmadfoka polinomot p(x), aminek a pozitiv gyokei a, b és c¢. Ekkor p(z) = (x — a)(z —
b(z—c)=2°— (a+b+c)ax® + (ab+ be + ca)x — abe, igy A = —(a+b+c), B= (ab+ bc+ ca), C = —abe, ezért
a bizonyitando egyenlstlenség A% + B? + 18C = (a +b+c)” + (ab+ be + ca)® — 18abe > 0. Adjunk hozzd mindkét
oldalhoz 18abc-t, és hajtsuk végre a bal oldalon kijelolt miiveleteket. Igy a bizonyitandoéval ekvivalens

a’ + 0%+ ¢+ ab+ ab + be + be + ca + ca + a®b* + b*c? + 2a® + a*be + a*be +
+ ab’c + ab?c + abc® + abc® > 18abc
egyenl6tlenséget kapjuk, ami a 18 valtozos szamtani-mértani kozép kozotti egyenltlenség miatt igaz (hiszen a gyokok

pozitivak), és a bal oldal szigorian nagyobb, hiszen a gyokok nem esnek egybe a feltétel alapjan.
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II. megoldas. A bizonyitando

S =a%+ b2+ + 2ab+ 2bc + 2ca + a?b? + b2 + 2a® + 2a’be +
+ 2ab%c + 2abc® — 18abe > 0

egyenl6tlenség bal oldala a kovetkezéképpen alakithato:

S = (a® — 2abc + b*c?) + (b? — 2abc + a®c?) + (¢* — 2abc + a®b?) +
+2ab(c® — 2¢ + 1) + 2ac(b? — 2b+ 1) 4 2bc(a® — 2a + 1) =
= (a—bc)* + (b—ac)® + (¢ — ab)® + 2ab(c — 1)* + 2ac(b — 1)* + 2bc(a — 1),
ami nyilvan pozitiv.
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