I. megoldas. Legyen a haromszog harom csticsa A, B és C, melyek koziil C' a derékszogi csucs, és jelolje a B-nél
1év6 szoget 3, az A-nal 1év6 szog ekkor o = 90° — 3. Legyenek beirt kor érintési pontjai az AB, AC, BC oldalakon T,
E, D, a TDFE haromszog magassagpontja M, és a beirt kor kdzéppontja O. Ekkor OECD egy négyzet. Legyen F, és
D, az ETD haromszog E-bdl, illetve D-b6l indulé magassaganak talppontja.
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1. dbra

Végiil legyen P az ABC haromszog C-hez tartoz6 magassagtalppontja, Mp a PC és DM egyenes metszéspontja,
Mpg pedig a PC és EM egyenes metszéspontja.
Végezziink szogszamitast.

EDM<« = EDDi< = 90° — D1ED< = 90° — TED<.

A kozépponti és keriileti szogek tételebsl

EDM< = 90° — TozD <
Mivel ODB<« = OTB< = 90°, ezért OT BD hurnégyszog, igy
180° —
EDMp< = EDM< = 90° — Tﬁ = g
Hasonlé moédon EOT
DEM< = DEEy<t = 90° — EDEy< = 90° — EDT<t = 90° - — <
OFA< = OT A< =90°, OT AE harnégyszog, és
. 180° = (90° - §) 3

—45° - 2.
2 2
Ismert tovabba, hogy ACP< = 3, PCB< = 90° — 3, és CAP< = 90° — 3. Ezekbdl kovetkezik, hogy ECMg<t = f8
és DCMp<=90° — .
Mivel OECD négyzet, igy CED<t = CDE< = 45°, vagyis

DEMp<<=DEM< =90

CEMEQZCEDQ—I—DEMEQ:QOO—%, és
CDMp<=CDE<+ EDMp< = 45° + g

Mivel ECMp<t = ACP< = 8 és CEMp< = 90° — 3/2, ezért

EMpC<=180° -8 — (90° — g) =90° — g,
vagyis az EC' Mg héromszog egyenl szari, EC = CMpg.
Mivel DCMp<t = PCB< =90° — 8 és CDMp< = 45° + /2, ezért
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DMpC< = 180° — (90° — ) — (45° + —) _ 5o 4 D

2 2’
vagyis DC' Mp haromszog egyenld szara, DC = CMp.

Mivel OFECD négyzet, igy EC = DC, vagyis CMg = CMp, tehat Mg
= Mp = M, tehat M rajta van a derékszogt csicshoz tartozé magassagvonalon.



Az egyetlen kritikus pont a bizonyitasban annak feltételezése, hogy a T ED héaromszog hegyesszogi (ebbdl kovet-
kezik, hogy M a haromszog belsejében van és az abran megfelelGen allnak a szogek). A fentiek alapjan

TOD< 180°—j Jé]
TED< = - —90°_ 2.
< 5 5 90 )
Mivel 8 0° és 90° kozt van, igy ez hegyesszog.
pp7 ~ EOT< _ 180° — (90° — ) 8

5 5 =45° + 5
Mivel 8 0° és 90° kozt van, igy ez hegyesszog. ET D<t = 180°—TED<— EDT< = 45°. Ezek alapjan a T ED haromszog
valoban hegyesszogi.

Zsigri Bdlint (Budapest XIV. Ker. Szent Istvan Gimun., 12. évf.)
II. megoldas. Helyezziik el a haromszoget a derékszogl koordinatarendszerben a 2. d@brdn lathaté modon. A de-
rékszogi haromszog beirt korének érintési pontjait jelolje K7, Ko és K3. A Kj-hez és K3-hoz tartozé magassagvonalak

legyenek m; és ms, a c oldalhoz tartozé pedig m.. Felirva ezen magassagvonalak egyenleteit kdnnyen ellenérizhetjiik,
hogy valoban egy pontban metszik-e egymést. Legyen BAC<t = o, ABC'<t = 8 és jelolje v az dbran berajzolt szoget.
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2. dabra

Mivel mg és az AO szogfelezs is merdGleges Kq Ka-re, ezért parhuzamosak egymassal. Az OK3CKq négyszog egy
r oldala négyzet, ezért ms a —r koordinatanal metszi az x tengelyt, igy egyenlete y = tg~y -  + tgy - r. Hasonl6an

belathato, hogy mq parhuzamos BO-val és az y tengelyt r-nél metszi. Az egyenlete y = tg = - + . Az m,. magassag

egyenes meréleges a c oldalra és az origén megy keresztiil, ezért az egyenletét kdnnyen megkaphatjuk: y = ———
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Az AO szogfelezs és mg parhuzamossagabol kovetkezik, hogy v az @ potszoge. Felhasznalva, hogy @

ebbdl v = il + = adodik. A félszogek tangensére vonatkozo azonossagot felhasznélva tg
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Osszegezve:

ms egyenlete:y—tg<£+§> 'x+tg<£+§> r=(x+r)

~ 1+cos(Z+8) T 1-sing’

cos 3
1—sing’
my egyenlete:y:tg§~x+r:%~x+r,

cos 3
m. egyenlete: y = — —

tgﬁx - sinﬁx'

Az my és az m3 egyenes biztosan metszik egymast, méghozzd abban az = koordinataju pontban, amelyre

cos 3

sin 3

(x—i_r)l—sinﬂ_ 1+c0sﬂx+r'




Ebbél

cos 3 sinf \ _ ({_ _cosB
3E<1—simﬁ a 1+cosﬁ) _T< B 1—sinﬁ)’

1— cos 8 1—sin 8—cos 8
o 1—sin 3 o 1—sin 3 o
rT=T: cosf _ _sinf3 T re cos 3(1+cos B)—sin B(1—sin B)
1—sin 8 1+cos 8 (1—sin B)(1+cos B)

(1 —sinf —cosB)(1+cosff)
. cos B+ cos2 B —sin B +sin? B
1 —sinf —cosf + cos B —sinfBcos B —cos? 3
' cosfB—sinf+1 N
sin B(cos 8 —sin 8 + 1) .
- cosff—sinfB+1 = —r-sinf.

Behelyettesitve ezt az = értéket m. és ms3 egyenletébe:

_ cos f3 . B .
—Sinﬂ(—smﬁ-r)—cosﬁ T,
ms: (—sinﬁ-r—i—r)% =cosf-r.

Tehat valéban egy pontban metszik egymast.
Bokor Endre (Budapesti Fazekas M. Gyak. Alt. Isk. és Gimn., 10. évf.)

II1. megoldas. Jelolje K7, Ko és K3 az ABC haromszogbe irt kor érintési pontjait az oldalakon a 2. abra szerint,
és legyen a K K9 K3 haromszog magassagpontja M.

Kiils6 pontbol korhoz hizott érinték hossza egyenls, tehat C' Ky = CKs. Tovabba az érintési pontba huzott sugar
mer6leges az érintére: OK,C< = OK3C< = 90°. Mindezekbdl kovetkezik, hogy az OK3C K, négyszog négyzet.

Legyen O az origo, valamint mutasson minden pontba azonos nevd helyvektor (OA = a,...).

Ismert, hogy a haromszog koréirt kdrének O kdzéppontjabol a csticsokba mutatd vektorok 6sszege az O-bdl a ma-
gassagpontba mutato vektor. Mivel most O a K1 Ko K3/ koré irt korének kozéppontja, ezért O-bol e haromszog M
magassagpontjaba az m = k; + ko + k3 vektor mutat.

OK3CK1 négyzet, ezért egyben paralelogramma is: ¢ = kg +ks. Ebbdl m =m-c= (ki +ks+ks)— (ki +ks) =
kz = OFy.

Tudjuk, hogy OKy | AB, ezért a fentiekbsl kovetkezik, hogy CM | AB, és igy M rajta van a C-bdl induld
magassigvonalon.

Csertdin Andrds (Nagykanizsa, Batthyany L. Gimun., 12. évf.)

IV. megoldas. Az ABC haromszogbe irt kor érintési pontjai altal meghatarozott haromszog legyen EFG, és
jelolje I az EL és CH egyenesek metszéspontjat (3. dbra).

Mivel GF mer6leges a C'BH < szogfelezGjére és mer6leges E'L-re, ezért E L parhuzamos a szogfelezével. Legyen o =
= CAB< és f = CBA«, ekkor

BCHa« =« és ACH< =, HBCa~ HCAA.

Tehat a HBC haromszoget el tudjuk forgatni H koriil 90 fokkal, majd H pont koriili nagyitast alkalmazhatunk ugy,
hogy a B pont a C pontba, a C' pont pedig az A pontba keriiljon. Ekkor a H AC haromszoget fogjuk kapni, tehat
EL mertleges az ACH< szogfelezGjére (mert 90 fokkal forgattunk és AHC és C'H B hasonlok). Ebbdl kévetkezik,
hogy CE = CI. Hasonloan belathato, hogy F'J merdleges a BCH< szoglelezGjére. Mivel CE = C'F (korhoz huzott
érintdszakaszok egyenldk), ezért CF = C1 is teljesiil. Emiatt a BCH< szogtelezGje merdleges FI-re, vagyis F, I és
J egy egyenesre esnek. Tehat F'J és CH metszéspontja is az I pont, azaz FF'G magassagpontja az ABC haromszog
C-hez tartoz6 magassagan fekszik.

Bukva Ddvid (Budapesti Fazekas M. Gyak. Alt. Isk. és Gimn., 10. évf.)



