I. megoldas. A legnagyobb sugard hozzairt kor a leghosszabb oldalhoz tartozik. Feltehetjiik, hogy a > b > c.
A haromszogre vonatkozo ismert Osszefiiggések (s a haromszog félkertilete):

T 2T R abc
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s—a b+c—a 4T
A bizonyitandé egyenlGtlenség ezek alapjan:
2T S 3abc
b+c—a — 8T

Atszorzas utan a 1672 helyére a Heron-képlet alapjan beirhatjuk, hogy
(a+b+c)la+tb—c)la—b+c)(—a+b+c).
A héaromszog-egyenl6tlenség szerint b 4 ¢ > a, azaz b+ ¢ — a pozitiv, igy egyszertsithetiink vele. Igy a bizonyitando
allitas:
(a+b+c)la+b——c)(a—b+c) > 3abe.

(Itt is lathato, hogy ez az &llitas szimmetrikus a b és ¢ valtozokra, tehat b > ¢ valoban feltehetd.)

Most helyettesitsiik az oldalakat a bizonyitandé egyenlStlenségben a beirt kor altal levagott érintGszakaszokkal,
vagyis legyen s —a = x,s —b =y és s — c = z. A haromszog-egyenlGtlenség miatt ezek mind pozitivak. Feltettiik, hogy
a > b > ¢, ennek megfelelGen z > y > x is igaz. A helyettesités utan:

2w +y+2z)-2y-22 > 3(x +y)(y+2)(z + ).
A zarojelek folbontasa és a kifejezések Gsszevonésa utan:
2xyz + 5y’z + byz? > 3xy + 3zy® + 32%x + 3222
Felirhatunk tobb egyenlétlenséget, amelyek a z > y > x feltételbdl azonnal kovetkeznek:

2xyz > 2y,
3yz2 > 39622,
3y?z > 32?2,
y*z > xy’,
'z > a?y,
2y22 > 23:2y.
Ezeket 6sszeadva éppen a bizonyitandé allitast kapjuk, és mivel ekvivalens atalakitasokat végeztiink, ezért az eredeti
is igaz. Egyenl6ség csakis ugy teljesiilhet, ha x = y = 2, vagyis a hiromszog szabalyos.

Tubak Ddniel (Szegedi Radnoti Miklos Kis. Gimn., 10. évf.)
dolgozata alapjan

II. megoldas. Jeldlje szokasosan a, b, ¢ az oldalakat, s a félkeriiletet, R a koréirt kor sugarét, tovabba rq, rp, 7
a kozzairt korok sugarait, F' a Feuerbach-kor kozéppontjat, O a koréirt kor kdzéppontjat, I, Iy, I. pedig a hozzairt
korok koézéppontjait.




R R
Fl, = ) +71q4, hiszen a Feuerbach-kor sugara X tovabba a Feuerbach-kor érinti a hozzairt kdroket. Ezért hasonléan

R R
FIbZE—FT'b,FIC:E—'—TC.

Rovid szamoléssal belathato, hogy a hozzairt korok kézéppontjaibol all6 haromszog szogei a ; ﬁ, B ; 7, rta

(ahol «, B8, v a haromszog szogei), igy ez a haromszog hegyesszogi. A hozzaairt korok kézéppontjaibol rajzolt haromszog
magassagainak talppontjai A, B, C, igy e haromszog Feuerbach-kore éppen az ABC haromszog koréirt kore, melynek
sugara R — vagyis az I, IyI. haromszog koréirt korének sugara 2R.

Legyen ennek a kornek a kézéppontja G. A G az 1,11, haromszogon beliil van, hiszen ez a haromszog hegyesszog.
A sikon ez az egyetlen pont, amely az I,, I, I. pontok mindegyikétsl legfeljebb 2R tévolsdgra van, ugyanis ha
vennénk az I, I és I, kozépponti 2R sugaru koroket, akkor azoknak még tovabbi kozos pontja is lenne, de mivel
a korvonalaik G-ben kozosen metszik egymast és a koréirt kor kozéppontja egyértelmi (nincs a kérvonalaknak még
egy kozOs metszéspontja), ezért G az egyetlen ilyen pont.

Igy van olyan kérkézéppont, mondjuk I, tgy, hogy FI, > 2R, azaz

§+TGE2R & TaZgR-

Egyenléség pontosan akkor van, ha F' és G egybeesik. Az I, I és I. kozéppontu hozzéirt korok sugarai altalaban
kiilonboz6ek. A G pont az I,Ip1. haromszog koriilirt korének kézéppontja, az eredeti F' kdzéppontu Feuerbach-kor
pedig mindharom hozzairt kort kiviilrsl érinti. Az F' és G pontok tehat akkor eshetnek egybe, ha az F' pont is egyenld
tavolsagra van mindegyik hozzairt kor kdzéppontjatol, tehat a harom kor sugara egyenls, vagyis az eredeti haromszog
szabalyos.

Kerekes Anna (Budapesti Fazekas M. Gyak. Alt. Isk. és Gimn., 11. évf.)
dolgozata alapjan



