I. megoldas. Ha |AB| = |AC|, akkor az abra szimmetrikus az A-bol indul6é magassagra, amely egyben stlyvonal
is. Ezért az A; és az M pont is ezen a szimmetriatengelyen fekszik, igy az allitas trivialis.

A tovabbiakban feltessziik, hogy |AB| # |AC|. Ekkor az A-bdl indulo szogfelezs nem merdleges a BC oldalra, tehat
az AB-nek egy, a BC-re meréleges egyenesre vett tiikorképe nem parhuzamos AC-vel.

Legyen K az ABC haromszog beirt korének kdzéppontja, és jeldlje A’, B' és C| rendre az A, B, illetve C; pontoknak
az A1 K egyenesre vett tiikorképét. Lattuk, hogy AC és A’ B’ nem parhuzamosak, ezért egyértelmien létezik az AC és
A’ B’ egyeneseknek egy P’ metszéspontja. Legyen P a P'-nek az A K-ra vett tiikorképe, valamint jelolje N a PP’ és
A; K metszéspontjat (1. dbra).

B Aq B C 1. dbra

Ekkor KNP’ = 90° a tiikrozés miatt, illetve K By P’ = KC{P'< = 90°, hiszen P'B; és P'C] a beirt kor érint6i.
Ezek szerint K, N, By, P’ és C] egy k koron vannak, konkrétan a K P’ Thalesz-korén. Ezen k kornek P'By és P'C|
egyenld hosszisagn hurjai (mivel mindkét szakasz a beirt kérnek ugyanabbol a P’ kiilsé pontbol hazott érintdje),
tehat k-ban ugyanakkora keriileti szogek tartoznak hozzajuk: BiNP'< = C]NP'< = C1 N P<; az ut6bbi egyenlGség
a tlikrozés miatt igaz. Ezek szerint NV illeszkedik a Cy By szakaszra.

BC 1 A{K | PP’ miatt BC || PP’ ¢s |PN| = |P'N| a tiikrozésbol adodéan. Alkalmas, A-bol végzett kdzéppontos
hasonlésag tehat PP'-t BC-be és N-et a BC szakasz felez6pontjaba viszi. Ez pedig azt jelenti, hogy N rajta van
az ABC haromszog A-bol induld salyvonalan. Az N pont tehat megegyezik a By C; szakasznak és az ABC haromszog
A-bo6l indul6 stlyvonalanak metszéspontjaval, M-mel, ahonnan A1 M = A; N | BC adodik. Nekiink pedig pontosan
ezt kellett igazolunk. ]

Az alabbiakban ko6zoljik Egri Maté rendkiviil szellemes megoldasanak vézlatat is.

II. megoldas. Jelolje Q az ABC héaromszog beirt kérének A;-gyel atellenes pontjat, és legyenek rendre E és F
a beirt korhoz Q-ban hazott (és BC-vel parhuzamos) érintének az AB és AC oldalakkal vett metszéspontjai (2. dbra).

B A1 c 2. dbra

Azt fogjuk megmutatni, hogy az M pont egyrészt megegyezik EC és BF metszéspontjaval, masrészt, hogy illesz-
kedik az A;Q szakaszra.

A konstrukci6 folytan EBCF trapéz, igy atloinak metszéspontjat a szarak metszéspontjaval (azaz A-val) 6sszekotd
egyenes felezi az alapokat. Ez azt jelenti, hogy FC és BF metszéspontja illeszkedik az A-bodl indulé sulyvonalra.

A tovabbiakban a jol ismert Brianchon-tételre tamaszkodunk, amely szerint egy érint6hatszog szemkozti csticsait
0sszekots harom atlo egy ponton halad at. A tételt abban az elfajul6 esetben alkalmazzuk, amikor az érintGhatszog
bizonyos csiicsai a hatszog beirt korén vannak.

Ilyenforméan az ECy BCB1 F elfajulo érint6hatszog fenti tulajdonsaga alapjan Cy B tartalmazza EC és BF met-
széspontjat, amely — mint lattuk — az A-bol indulé sulyvonalon van. Tehat EC és BF valoban az M pontban metszik
egymast. Az FBA;CF(Q érintGhatszogre pedig az adodik, hogy A;Q is tartalmazza M-et. A feladat &allitdsa innen
kozvetleniil adodik. |



