El6szor igazolunk egy lemmaét.

Lemma. Legyenek 0 < a <1 és b valds szamok, valamint

flay) = Va2 +y2+4/(1—2)° +y2

Ekkor f(a,b) < f(0,b), és egyenldség pontosan akkor teljesil, ha a =0 vagy a =1 vagy b = 0.

A honlapunko megadtunk egy, a lemmaval ekvivalens geometriai allitast, és annak a geometriai bizonyitasat.
Most megmutatjuk, szamolédssal hogyan érhetiink célt. Az allitas atrendezéssel a kivetkezd alakban irhato:

V1462 —1/(1—a)®+b2> a2 +b2— b

Az a-ra tett feltevésiink szerint mindkét oldal nemnegativ, ezért a négyzetreemelés ekvivalens atalakitas. A miveletek
elvégzése utan kapjuk, hogy
(1) 1+ 4+1—2a4a®+0>—2V/1+02\ /(1 —a)* +b2 >

> a? +b* +b* - 2/b| Va2 +b2.

Az egyszertsitések utan vezessiik be a ¢ = 1 — a jelolést (nyilvan 0 < ¢ < 1), igy rendezéssel (1) a kovetkezs alakra

hozhato:
e+ by (1 =€) + b2 > V14022 +b2.

Ismét mindkét oldal nemnegativ, ezért djra négyzetre emelhetiink:
A4+ b2(1 =) + b +2pbley/ (1 — ) + 82 > @ + b2 + b2 + b

Egyszertisitések  6s  rendezés  utan  2[bley/ (1 — ¢) + b2 > 20%c  adodik.  Mivel  2|blc >
> 0, igy két eset van: ha 2|blc = 0, akkor b = 0 vagy a = 1 és egyenl6ség all. Egyébként 2|blc > 0 és oszthatunk
vele:

(1—¢)*+b2> b

Ismét mindkét oldal nemnegativ, és tjabb négyzetreemelés utan a nyilvanvalo (1 — 0)2 > 0 egyenl6tlenséghez jutunk.
Itt egyenlGség a = 0 esetben all. Mivel csupa ekvivalens atalakitast végeztiink, igy az eredeti allitast, és ezzel a lemmaéat
belattuk.

Valasszuk ugy a koordindtarendszeriinket, hogy az egységnégyzet csucsai legyenek A(0,0), B(1,0), C(1,1) és
D(0,1); tovabbé legyen P(z,y), ahol 0 < z,y < 1. Ekkor

PA+ PB+ PC+ PD =
= x2+y2+\/(1—x)2+y2+\/(1—x)2+(1—y)2+\/x2+(1—y)2 =
A lemmat alkalmazva, majd kihasznalva, hogy 0 < y < 1 kapjuk, hogy
f(@y) + flz,1—y) < f(0,y) + f(0,1—y) =
=Vyi+ 1+y2+\/(1—y)2+\/1+(1—y)2=
=y+1l-y+fly,1) =1+ f(y,1).

Ismét a lemma szerint f(y,1) < f(0,1) = 1 + v/2, amibé6l az eddigiek szerint PA + PB + PC + PD < 2+ /2.
Egyenl6ség akkor teljesiil, ha minden becslésiinkben egyenléség all, konnyd meggondolni, hogy ez pontosan akkor
teljestil, ha P az egységnégyzet valamely csicsa.

Borbényi Marton (Kaposvar, Tancsics Mihaly Gimn., 12. évf.)

Megjegyzés. Vazolunk egy mésodik lehetséges megoldast, amely felhasznal néhany alapismeretet a kétvaltozos
fiiggvényekrol. Vezessiik be a g(P) = PA+ PB + PC + PD fliggvényt. Ismert, hogy egy haromszogben a stlyvonal
legfeljebb olyan hossz, mint a stlyvonalat koézrefogd oldalak szdmtani kozepe. Ebb&l az elemi geometriai ténybdl
azonnal kovetkezik, hogy ha a PQ szakasz felezGpontja F, akkor g(F) < (g(P) + g(Q))/2, és egyenlSség csak P = Q
esetben all. Mivel a g fiiggvény folytonos, igy kaptuk, hogy ¢ szigorian konvex. A konvexitast kihasznalva nem tul
nehéz megmutatni, hogy a maximum a cstcsokban lesz, elég arra gondolni, hogy ABC'D minden t6bbi pontja belsd
pontja egy olyan szakasznak, amelynek a végpontjai is ABCD valamely pontjai.
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