a) Az f(x) polinom egyiitthatoi racionélis szamok; ennek okara a megjegyzésben tériink vissza.
Tegyiik fel, hogy f(x)-nek van nem egész racionalis egyiitthatoja. Legyen

b b b
fla)= a9+ .+ 2o+ 2,
Cq C1 Co
ahol by, cg, b1, c1,b9, Ca, ... egészek, valamint b; és ¢; # 0 relativ primek barmilyen i-re. Legyen n olyan pozitiv egész,

amelynek 10-es szamrendszerbeli alakja 1-re végzédik. Ekkor 8n biztosan 8-ra, 5n pedig 5-re végzédik, vagyis f(8n)
és f(5n) is egész.

Két 6-ra végz6ds szam szorzata is 6-ra végzodik, egy 6-ra és egy 8-ra végzéds szam szorzata pedig 8-ra. Igy 16™
minden m pozitiv egészre 6-ra végzédik. Ezért 16™ - 8 is 8-ra végzddik, tehat f(16™ - 8n) = f(2'™T3 . n) egész. Az 5
hatvanyai mindig 5-re végz6dnek, ezért f(5™ - n) is egész.

Tekintsiik a ¢1-c2-c3-. .. ¢4 szorzatot, és osszuk el a legnagyobb 2-hatvany osztéjaval, majd a legnagyobb 5-hatvany
osztojaval is. Az igy kapott paratlan, 5-tel nem oszthato egész szamot jelolje A, azaz

01'02~...-cq:A~2e~5f.

Az A-t barmelyik egyiitthato nevezGjével (c;-vel) osztva olyan tortet kapunk, amelynek egyszertsitett nevezGje
csak 2-vel vagy 5-tel oszthato a primek koziil, vagy a kapott hdnyados egész.

Az A utolsé szamjegyétol fliggben adjuk meg a t egészet a kovetkezSképpen: Ha ez a szamjegy 1, akkor legyen
t = A. Ha 3, akkor 7A 1-re végzédik, igy legyen ¢t = TA. Ha 7, akkor legyen ¢t = 3A. Ha 9, akkor pedig legyen ¢t = 9A.
Igy t mindenképpen 1-re végzodik, és t/c; vagy egész vagy olyan tort, amelynek a nevezdje nem oszthato 2-t6l és 5-t6l
kiilonb06z6 primmel.

b
A fentiek alapjan f(2%¢T3 - t) egész. Vizsgaljuk ennek az Gsszegnek egy, 2 _t61 kiilénbozs
co

b; - 2i-(4e+3) L
Ci
tagjat. A tort egyszertisitése utan a nevezében csak 5-hatvany maradhat, mivel ¢; legfeljebb 2¢-nel oszthato. Igy

f(2%F3 . £) — £(0) olyan tortek Gsszege, amelyek nevezGjében 5-hatvanyok allnak. Mivel f(21¢73 . 1) egész, azért f(0)
is vagy egész, vagy olyan tort, amelynek nevezGje 5-hatvany.

b
f(57 1) is egész a fentiek alapjan. Vizsgaljuk ennek az osszegnek is egy, 2 _t6l kiilonboz6
Co

b - 51 -t

Ci

tagjat. Az egyszerlsités utan a nevez6ben itt csak 2-hatvany maradhat, mivel c¢; legfeljebb 57-nel oszthat6. Tehét
f(57-t) — £(0) olyan tortek osszege, amelyek nevezdjében 2-hatvany all. Mivel f(57 - t) egész, f(0) is egész vagy olyan
tort, aminek nevezgje 2-hatvany.
A két eredmeényt sszevetve f(0) sziikkségképpen egész.
-5 -8
b) Au f() = Z=0N=8)
10 28
ahol k (nemnegativ) egész, akkor f(a) = k(10k — 3) és f(b) = (10k + 3)k egészek, viszont f(1) = — nem egész.
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polinom teljesiti a feladat feltételeit: ha a = 10k 4+ 5 vagy b = 10k + 8 alaki szam,

Megjeqyzés. Az interpoldcio tétele szerint, ha aq,...,a,1 paronként kilonbozs, by,...,b,4+1 pedig tetszileges
valos szamok, akkor létezik pontosan egy olyan legfeljebb n-edfoka f(z) polinom, amelyre f(ar) = by minden k =
1,...,n + l-re. Vilagos, hogy két kiilonboz6 f1(x) és fo(x) polinom nem létezhet ezekkel a tulajdonsagokkal, hiszen
akkor a kiilonbségiik olyan, legfeljebb n-edfoki, nem azonosan nulla polinom lenne, amelynek az aq, ..., an4+1 szamok
mindegyike gyoke. Ez azonban lehetetlen, mivel egy nemnulla polinomnak legfeljebb annyi gyoke lehet, mint a polinom
foka.

Masrészt legyen

f(f[:) =b114 ({E) +...+ bn+1Ln+1 ({E),

ahol mindegyik
Il (z—-a)

jii#k
[T (ax —a;)
J:j#k
n-edfokt polinom ag-ban 1-et, az Osszes tobbi a;-ben pedig nullat vesz fel. Az igy elallitott f(x) polinom tehat
megfelels. Az f(x) eme alakjabol latszik, hogy az egyiitthatoi az ay, by szamokbol véges sok Osszeadas, kivonas,

Lk(ft) =



szorzés és osztas alkalmazasaval kaphatok meg; ebbdl specialisan kovetkezik, hogy ha az ay, by szamok valamennyien
racionélisak, akkor f(z) egylitthatoi is azok.

A feladatban szerepld polinom fokat jeldlje d. Az interpolacié tételét alkalmazhatjuk n = d-re, aj, = 5*-ra és by, =

f (5k)—ra, ahol £k =1,...,d+ 1; ezek a szdmok egészek lévén raciondlisak, ezért az altaluk egyértelmtien meghatarozott

f(z) egyiitthatdi is azok.
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