Irjuk ra minden 4gra (és a torzsre), hogy hany gyermeke van. Legyen X egy ag (vagy a torzs), aminek x gyereke van.
Legyen y az X gyermekeire irt szamok maximuma. Legyen z az X gyermekein nem szerepld, y-nal kisebb pozitiv egész
szdmok maximuma. A z biztosan létezik, mert az 1 nem szerepelhet az dgakon. Ekkor a z + 1 szerepel X valamelyik
gyerekén. Ha z > 1, akkor z + 1 > 2, ezért a z szerepel X valamelyik gyermekén. Ez ellentmondas, ezért z = 1. Igy
a2, 3, ..., ymind szerepelnek X gyermekein. A testvéreknek kiilonb6z6 szamu gyermeke van, ezért ezekbdl pontosan
egy van. Igy X gyermekeinek a szama y — 1, tehat y = 2 4 1. Tehat az X gyermekeire irt szamok a 2, 3, ... , =+ 1.

Vegyiink fel az agak kozott egy irdnyitott grafot, ahol kétféle él van: az egyik fajta egy ,fligg6leges” él, amely egy x
feliratu agtol az x + 1 felirati gyermekéhez vezet, a masik fajta egy ,vizszintes” él, amely egy x feliratu agtol az x — 1
feliratd testvéréhez vezet, ha x > 2. Lathato, hogy a grafban minden 4ghoz pontosan egyféleképpen lehet eljutni a fa
torzsétdl, mert egy agtol az Osszes gyermekéhez pontosan egyféleképpen lehet eljutni. Az Gsszes agtol pontosan egy
fliggbleges és pontosan egy vizszintes él indul, kivéve a 2-es 4gakat, ahonnan csak fliggsleges él indul.

Az n 1ab magasan indul6 dgak szama megegyezik az n + 1 1ab magasan indul6 2-es agak szdméval, mert minden
agnak pontosan egy 2-es gyermeke van. Valasszunk ki egy n+1 1ab magasan indul6 2-es X agat. X-hez létezik pontosan
egy utvonal a grafban, ami a fa torzsétdl indul. Nevezziik a + és — jelekbdl 4llo véges sorozatokat (4/—) sorozatnak.
Az utvonalat leirhatjuk egy (4/—) sorozattal, ahol a + fligg6leges élet jelent, a — pedig vizszintes élet. Az igy kapott
(4/—)-sorozat egyértelmtien meghatarozza X-et. Lathato, hogy egy + esetén eggyel né a jelenlegi gra irt szam, és a —
esetén eggyel csokken, ahogy a sorozat alapjian haladunk a grafban. Az utvonal elsé és utolsd dgan is a 2 szerepel, ezért
a +-ok és —-ok szama megegyezik. Az X-hez tartozé (+/—) sorozat n + 1 darab + jelet tartalmaz, mert a fliggtleges
élekkel egy labbal né a magassag, a vizszintes éleknél nem valtozik. Igy a —-ok szama is n + 1. Nevezziink egy n + 1
darab + jelet és n+ 1 darab — jelet tartalmazo (4/—) sorozatot jonak, ha az els6 i tagja kozott legalabb annyi 4+ van,
mint — mindegyik i-re. Az atvonal 6sszes 4gan a szdm legalabb 2, és az els§ dgon a szam 2, ebbdl kdnnyen lathato,
hogy az X-hez tartozé (+/—) sorozat jo. Az is lathato, hogy ha a (+/—) sorozat jd, akkor nem fordulhat el6, hogy egy
2-es 4grol egy vizszintes élen probalunk tovabblépni. Igy a jo (+/—) sorozatok szama megegyezik az n 1lab magasan
indul6 dgak szaméaval.

A jo sorozatokat ugy szamolhatjuk meg, hogy az sszes n+1 darab +-t és n+1 darab —t tartalmazé (4+/—) sorozat
+2
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ami nem j6. Van olyan minimadlis 7, amelyre teljesiil, hogy az els6 ¢ tag kozott tobb — van, mint +. A minimalitas miatt
az els6 i — 1 kozott kozott legfeljebb annyi — van, mint +. Ez csak ugy lehet, ha az els6 i — 1 tag kdzodtt ugyanannyi +
van, mint —, és az i-edik tag —. Valtoztassuk meg az i-edik tag utani Osszes tagot, ezt nevezziik modositott sorozatnak.
Ha az i-edik tagot is megvéltotatnank, akkor nyilvan nem valtozna meg a +-ok és —-ok szama (mert egyenlSek). Igy
a modositott sorozatban n darab + van, és n+2 darab —. Lathato, hogy egy n darab +-t és n+2 darab —-t tartalmazoé
sorozat esetén is van olyan ¢, amire az elsG i elem kozott t6bb — van, mint + (mert az egész sorozatban is tobb van).
Vegyiik észre, hogy ha a minimalis i-edik tag utan megvaltoztatjuk az Osszes tagot, akkor visszakapjuk az eredeti
sorozatot. Igy a nem jo sorozatok szama megegyezik az n darab +-t és n+2 darab —t tartalmazo sorozatok szamaval,
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Tehat az agak szama: (

szaméabol levonjuk a nem jo sorozatok szaméat. Az Gsszes ilyen sorozat szdma ) Vegyiink egy olyan sorozatot,
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), ami az (n + 1)-edik Catalan-szam.
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Megjegyzés. A helyes megoldast ado versenyzGk tobbsége valamilyen ismert probléméra visszavezetve eljutott oda,
hogy az n 1ab magasan kiindulé agak szdma az (n + 1)-edik Catalan-szam. Ezutan ennek a kiszamitasat mar nem
részletezte.



