I. megoldas. Azt fogjuk bizonyitani, hogy ha k természetes szdm és n pozitiv egész szdm, akkor igaz az allitas.

Alkalmazzunk k-ra vonatkozo teljes indukciot. Tegyiik fel, hogy minden természetes szamra igaz az allitas k-ig, be
kell latnunk, hogy k + 1-re is igaz.

Ha a szamok ai,as,as, ..., antk+1, akkor az indukcios feltevés alapjan az aq,as,as, ..., antr szdmok kozil kiva-
laszthatd x > k41 darab, amelyeknek az 6sszege oszthatoé n-nel. Ha z > k+2, akkor az allitas igaz, ugyanezt a legalabb
(k+1)+1 darab szamot ki tudjuk valasztani az a1, ag, as, ..., antr+1 szamok kozil is. Ha 2 = k+ 1, akkor vegyiik ki
a szdmhalmazbdl ezt a k 4+ 1 darab szamot, az igy megmarado by, bs, ..., b, szdmok koziil, az indukcids feltevés miatt,
szintén ki lehet valasztani legalabb 0 + 1 = 1 szamot, ugy hogy az 6sszegiik n-nel oszthaté. Ezt a néhany szamot és
az elébb kivett k 4 1 szdmot Gsszeadva szintén n-nel oszthato lesz az Osszeg, ezért kivalaszthato legalabb k + 2 darab
szam.

A befejezéshez mar csak azt kell igazolnunk, hogy k = 0-ra is igaz az allitas, azaz n darab szam koziil kivalaszthato
legalabb 1 darab ugy, hogy az 6sszegiik oszthaté n-nel.

Ha a szamok kozott van olyan, amelyik oszthaté n-nel, akkor vegyiik ezt a szamot.

Ha nincs kozottiik n-nel oszthaté, akkor a szamokat aq,as,...,a,-nel jelolve tekintsiik az alabbi Gsszegek n-es
maradékait:
Sl = ai,
Sy = a1 + ag,

S3 = a1 + az + as,

S, =a1+as+...+a,.

Mivel mindegyik egész szam, és n-nel osztva az egész szamok n-féle maradékot adhatnak, a skatulya elv miatt vagy
van kozottiikk 0 maradékot ado, vagy van legaldbb két azonos maradékot adé Osszeg. Ha el6fordul a 0 maradék, akkor
talaltunk néhany szamot, amelyeknek az Osszege oszthaté n-nel. Ha pedig van legalabb két azonos maradékid Osszeg,
S; és S (i > j), akkor S; —S; = ajt1+aj42+...+a; oszthatd n-nel, ezért szintén talaltunk kozottiik olyan szamokat,
amelyeknek az Osszege oszthaté n-nel.
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II. megoldas. Felhasznaljuk azt az ismert, és az el6z6 megoldasban is bizonyitott tényt, hogy n egész szam koziil
mindig kivalaszthato néhany dgy, hogy az 0sszegiik oszthatd n-nel.

Ennek ismeretében eljarast adunk a megfelels legalabb (k 4+ 1) darab egész szam megtalalasara.

Valasszunk ki az n + k darab egész koziil n szamot. Ebb6l az n darab egész szambodl azt a néhanyat, amelynek
Osszege oszthatoé n-nel, félretessziik. Ezutdn a megmaradé szamok koziil ismét kivalasztunk n darabot. Ezek koziil
is félretessziik azokat, amelyek Gsszege oszthato n-nel. Ezt az eljarast addig ismételjiik, amig csak lehetséges, vagyis
amint az eljaras véget ér, legfeljebb n — 1 szamot nem raktunk félre. A félretett szamok szama tehat legalabb (k4 1)
és olyan csoportokban tettiik félre, hogy mindegyik csoport Gsszege oszthatd n-nel, tehat az Osszesnek az Osszege is
az n tObbszorose. Ezzel az allitast igazoltuk.
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