A feladatot az (ideélis egyenessel kib&vitett) projektiv sikon, a Desargues-tétel tobbszori alkalmazasaval fogjuk
igazolni. Ehhez néhany definiciét, és magat Desargues tételét mondjuk ki elGszor.

1. definicié. Az ABC és A’ B'C’ haromszogek egy e egyenesre nézve (tengelyesen) perspektivek, ha az AB és A'B’,
az AC és A'C, illetve a BC és B'C’ egyenesparok P, Q, R metszéspontjai mind rajta vannak az e egyenesen.

Megjegyzés. Az idealis egyenessel kibgvitett projektiv sikon két haromszoget akkor is tengelyesen perspektivnek tartunk
a definici6 alapjan, ha megfelel§ oldalparjaik parhuzamosak (ekkor azok metszéspontjai mind rajta vannak az ideélis egyenesen).

2. definicié. Az ABC ¢s A'B'C’ haromszogek egy S pontra nézve (centrdlisan) perspektivek, ha az AA’, a BB,
és a CC’ egyenesek mind dtmennek az S ponton.

Desargues tétele. Ha az ABC és az A’ B’C’ haromszdgek pontra nézve perspektivek, akkor egyenesre nézve is
azok, és forditva is igaz: ha a haromszogek egyenesre nézve perspektivek, akkor pontra nézve is azok.

Ezutan térjiink ra a feladat bizonyitasara.

Tetszoleges 1 < i # j < 4 esetén jelolje P;; az A;A; és B; B; egyenesek metszéspontjat (mivel a megadott szakaszok
kiilonb6z6 hosszusaguak, ezért a P;; pontok nem ideélis pontok). Legyen tovabba az egyméssal parhuzamos A; By,
Ao By, A3Bs, AyBy egyenesek kozos (idealis) pontja Dyo.

Tekintsiik az A; B; Ay és a B;A; By, (ahol 4, j, k tetszéleges kiilonboz6 1 < 4, j, k < 4 indexek) haromszogeket. Mivel
a két haromsz6g a Do, pontra nézve perspektiv, igy Desargues tétele alapjan tengelyesen is perspektiv, azaz az A; Bj,
A;B;, az A;By, AiBj, illetve az A; Ay, B;B), egyenesparok M;;, M, P, metszéspontjai egy egyenesre esnek (lasd
az dbrat).

Az i, j, k indexek megfelel$ valasztasaval adodik a kovetkezs hat darab ponthédrmasra, hogy az adott pontharmasok
mind egy egyenesre esnek: (1) M3, Mas, Pi2; (2) M2, Mas, Pi3; (3) My2, M3, Pas; (4) M, May, Pro; (5) Mya, M3,
Py3, illetve (6) Mayg, Msy, Pog mind (kiilon-kiilon) egy egyenesre esik.

Tovabba mivel az A; A3 As és By By Bs haromszogek a Do, pontra nézve perspektivek, Desargues tétele alapjan
tengelyesen is perspektivek, azaz az Ay Aq, B1 B, az A1As, B1Bs, illetve az As A, BsBs egyenesparok Po, Pi3, Pas
metszéspontjai is (akar az imént) egy egyenesre esnek.

UtOljéIa tekintsiik az Mo Mi3Mos és Msy Moy My haromszégeket.

A fentiek szerint

(1 +4 :>) M13M23 n M14M24 = P12, illetve
(245 =) MiaM3 N MyyMsy = P13 és (346 =) MiaMiz N MayMsy = Po3,

azaz a két haromszog a Pio P13 Po3 egyenesre perspektiv, de akkor Desargues tétele alapjan az My M3 Mos és Mgy Moy M4
haromszogek pontra nézve is perspektivek, azaz az Mo M3y, M3 May és M;4Mos egyenesek valoban egy ponton mennek
at.

Megjegyzés (diszkusszid). El6fordulhat az A;, B; pontok megfelel6 valasztasa esetén, hogy az az S pont, amire nézve

az MiaoMi3 Moz és Mszys Moy Mis haromszogek perspektivek az idedlis egyenes egy pontja. Ekkor — mivel projektiv sikon dol-
goztunk — természetesen az MiaMss, Mi3Mas és MiaMo3 egyenesek parhuzamosak lesznek.
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