Megmutatjuk, hogy nincsenek ilyen polinomok. Indirekt bizonyitunk, tegyiik fel, hogy
(2) f@)? —g@)®=az+b,  ahol a#0.

Ez a formula akkor volna jol kezelhets, ha a jobb oldalon teljes négyzet ellentettje allna. Ennek érdekében bevezetjiik
az y valtozot, és alkalmazzuk az x = ( . b) /a helyettesitést. Ekkor
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flx)=f ( ) = F(y2), illetve g(x) = G(y2)

teljesiil alkalmas F' és G polinomokra, ahonnan

(3) F(?)’=G(?)’ —v* = (G(?) —v) - (G(?) +)

adodik. A bal oldali polinom fokszéma 6-tal oszthatd, ezért G nem lehet konstans. Ha F' konstans tagja 0, akkor
ugyanez G-re is igaz. Am ekkor a bal oldalon all6 polinom legalacsonyabb foku tagjanak foka 6-tal oszthatd, mig
a jobb oldalon all6 esetében ez a fok pontosan 2. Ezért a G polinom nem konstans, de van konstans tagja. A jobb
oldali két tényezs relativ prim, hiszen ha egy polinom mindkett6t osztja, akkor a kiilonbségiiket és az Gsszegiiket, a 2y
és a 2G(y2) polinomokat is osztja, &m ez utobbi polinomok relativ primek, hisz 2G(y2) konstans tagja nem nulla.

A valos egyiitthatos polinomok korében érvényes a szamelmélet alaptétele, ezért (3) jobboldalanak mindkét té-
nyezdje egy-egy valds egyiitthatos polinom koébének konstansszorosa. Mivel minden valés konstans el6all valés szam
kobeként, azt kapjuk, hogy vannak olyan, valos egyiitthatos p(y) és ¢(y) polinomok, amelyekre

(4) p)’ =G(y?) —y,  illetve  q(y)’ =G(¥?) +y

teljesiil. Lattuk, hogy G nem konstans. Ezért a (4) két jobb oldalan 4llé polinom legmagasabb foku tagja megegyezik
és legalabb mésodfoku. Ugyanez igaz tehat a két bal oldalon all6 polinomra is: p(y) és ¢(y) legmagasabb fokt nemnulla
tagja ugyanaz a cy” monom, ahol n > 1. Ekkor azonban a

(5) 2y =q(y)’ —p)° = (a) —p®) - (a)* + a)p(y) + p(¥)?)

egyenldség jobb oldalan a masodik tényezében y?" egyiitthatoja 3¢? # 0, ezért a jobb oldal nem lehet elséfoki. A kapott
ellentmondés a megoldas elején kimondott allitdst bizonyitja. g

II. megoldas. Ismét indirekt bizonyitunk, tegyiik fel tehat, hogy
(6) f(2)® = g(@)® +r(x), ahol r(z) = ax +bés a 0.

Nyilvan sem f, sem g nem lehet konstans, ezért deg f = 2k és degg = 3k valamilyen pozitiv egész k-ra. Legyen
d = gcd(f, g). Ekkor persze d* | f2 — g® = r, am mivel r elséfoki, d csak konstans lehet, vagyis f és g egymashoz
relativ primek. Most (6) mindkét oldalat derivilva az

(7) 3f ()" f'(w) = 29(w)g' () + 1/
egyenlGséget kapjuk, ahonnan a (6) r’-szeresébdl kivonva a (7) r-szeresét,
fA(fr' =3f'r) = g(gr’ —29'r)
adodik. A bal oldal oszthaté azzal az f? polinommal, amihez a jobb oldalon allé ¢ relativ prim, tehat

(8) I gr' —24'r.

Ekkor azonban deg f? = 4k, mig gr’ — 2¢'r foka legfeljebb 3k. Raadasul ha a g féegyiitthatoja d, akkor (g’ —2¢'r)-ben
a 3k-adfoku tag egyiitthatoja
da — 6kda = (1 — 6k)da # 0.

Vagyis a gr’ — 2¢'r polinom nem lehet a nulla polinom, és a foka pontosan 3k.
Tehéat a (8) szerint a 4k-adfokt f? osztéja a pontosan 3k-adfoki, nemnulla gr’ — 2¢’r polinomnak, ez pedig
lehetetlen. O

Megjegyzések. 1. Vannak olyan nem konstans f és g polinomok, amelyekre f* — ¢ masodfoki, példaul (ar:2 + 2)3—(303 + 3ac)2 =
3z” + 8. Igazolhato, hogy ez csak gy lehetséges, ha egyrészt f és g relativ primek, masrészt pedig ha a fokszamaik deg f = 2
és degg = 3.

2. A feladat szorosan kapcsolodik az Gn. abce-sejtéshez, ami az alabbit mondja ki. Minden pozitiv e-ra van olyan C. konstans,
hogy ha a, b, ¢ relativ prim pozitiv egészek és a + b = ¢, akkor ¢ < C. - rad (abc)' ™. Itt rad(n) az n radikdljdt jeldli, azaz
az n kilénb6z6 primosztoinak szorzatat. (Pl. rad(2016) = 42, rad(2017) = 2017 és rad(2018) = 2018.) Az abc-sejtésbdl szamos
nehéz tétel és sejtés kovetkezik. Levezethets belSle példaul a nagy Fermat-tételt dltalanosit6 Beal-sejtés gyengitése, miszerint



aza” +b" =" egyenletnek csak véges sok olyan megoldasa van a pozitiv egészek korében, amelyre a, b, ¢ relativ primek és n,
m, k mindegyike legalabb 3. Az abc-sejtésre jelenleg nem ismert altalanosan elfogadott bizonyitas. Igéretes fejlemény azonban
Mocsizuki Sinicsi japan matematikus 2012-ben publikalt 500 oldalas munkaja, amelyben egy egészen 4j elméletet dolgoz ki és
bizonyit szamos szamelméletet érinté sejtést, tobbek kozott az abc-sejtést. Mocsizuki elmélete azonban annyira djszerd, hogy
még jelenleg is tart annak ellenérzése. Tekintettel arra, hogy az intenziv munka ellenére még nem talaltak benne lényeges hibat,
konnyen elképzelhets, hogy a kozeli jovében bejelentik a sejtés megoldasat. Ha pedig ez megtorténik, valészinileg semmi sem
mentheti meg a szerz6t egy igen tekintélyes matematikai dijtdl, ami persze nem lehet a Fields-érem, hiszen azt 40 év felettiek
nem kaphatjak.

Ismert és bizonyitott azonban az abc-sejtésnek egy polinomos megfelelGje, az an. Mason-tétel. Jelolje rad(f) az f komplex
egyiitthatos polinom kiilonb6z6 irreducibilis faktorainak szorzatéat. (Tehat rad(f) foka az f kiilonb6z6 komplex gySkeinek szama.)
Legyenek f, g és h olyan komplex egyiitthatos relativ prim polinomok, amelyek nem mindegyike konstans és f + g = h. Ekkor
a Mason-tétel szerint

max (deg(f), deg(g),deg(h)) < deg (rad(fgh)) — 1.

A Mason-tétel segitségével a kittzott feladat konnyen megoldhat6. Tegyiik fel tehat, hogy (5) teljesiil. A II. megoldasban
lattuk, hogy f, g relativ primek, tehat 13 ¢ és r is azok. Nyilvan deg(f) = 2k, deg(g) = 3k alkalmas k pozitiv egészre.
A Mason-tétel szerint ekkor

6k = max(6k, 6k, 1) < deg (rad(ngQT)) —1=deg (rad(fgr)) —1<
< deg(fgr) — 1 = deg(f) + deg(g) + deg(r) — 1 = 5k,

ami ellentmondas, igy (5) nem teljesiilhet.



