Legyenek Z4, Zp és Z¢ rendre az AZ, BZ és CZ egyenesek metszéspontjai az ABC haromszog szemkozti oldaléval.
Jelolje

 BZy 5= CZp  AZc
Q=g =1 © 7=
azt, hogy ezek a pontok milyen ardnyban osztjak az egyes oldalakat. Ekkor
ZAOiBC’—BZAi1 BZAi1
BC ~~ BC  BC %
és hasonl6an 7.4 2.8
BA . Zcb .
A" 1—73, illetve 1B 1—7.

A Ceva-tétel alapjan
_BZy CZp AZc BZn BC CZp CA AZc AB

T ZaC ZpA ZoB  BC ZaC CA ZgA AB ZoB
aBy
(I-a)(1-p5)(1—-79)

adodik, azaz
(1) afy=(1—-a)(1—=pB)(1—7).

Koénnyen lathato, hogy az AA’, BB’ és CC’ egyenesek éltal hatérolt (esetleg elfajul6) haromszog pontosan akkor
tartalmazza a Z pontot, ha vagy BA' < BZ4 és CB' < CZp, valamint AC' < AZ¢ teljesiil; vagy akkor, ha BA" >
BZj, CB' > CZp és AC' > AZ¢ é&ll fenn. Ez azt jelenti, hogy

p(Z)=apy+ (1 -a)(1=p)1—-7)=2a8y=201-a)(l-5)1-7),

az utobbi egyenléségek (1) miatt teljesiilnek. A szdmtani és mértani kozép kozti egyenlGtlenséghbdl

Z
3 p( ) _ S/CVB’Y < LM, illetve

2 3
PO - aapn < 2P
kovetkezik, ahonnan
gpfP4) catBiy 3-a—f-v_,

2 3 3
1
alapjan p(Z) < 1 adodik. Egyenl6ség pedig akkor dllhat, ha mindkét szamtani és mértani kozép kozti egyenl6tlenségnél

1
egyenlGség all, azaz ha o = 8 = ~ teljesiil. Ekkor azonban (1) miatt o« = § = v = 5 azaz 7 az ABC héromszog

sulypontja. Kénnyen ellendrizhetd, hogy a sulypontra minden fenti becslés csakugyan egyenlGséggel teljesiil. Ez pedig

azt igazolja, hogy a feladat kérdésére a silypont a valasz. O
Megjegyzés. A feladat konnyen megoldhato a baricentrikus koordinatak segitségével. Legyenek tehat «, 3, v az Z baricentrikus
koordinatai, azaz Z = a A + 8B +~C, ahol } jeloli az X ponthoz tartozé helyvektort és a4+ 8 + v = 1. Ekkor a
e
p(2) =2 o

(@a+B)B+7(v+ )



kifejezést kell maximalizalni. Marpedig a szamtani és mértani kozép kozti egyenltlenségbsl

(a+B)(B+7)(v+a) = 2V/aB-2\/By - 2/7a = 8afBy

adédik, ahonnan

p(Z) = afy <9 afy 1

2 GBI Nt~ Bapy 4

1
kovetkezik, egyenlGség pedig kizardlag o = = ~ esetén all. A kérdezett valoszintiség tehat a = f = v = 3 esetén, azaz

a stilypontra maximalis.



