I. megoldas. Vegyiink fel egy olyan koordinata-rendszert, amelynek x tengelye vizszintes, y tengelye pedig fiiggs-
legesen lefelé mutat. A magneses indukcio ugyancsak vizszintes irdanyu és az dbrdn lathaté méodon a papir sikjaba befelé
iranyul. A kicsiny t6ltott test a koordinata-rendszer origdjabol indul, és a palydja — vazlatosan — az adbran lathato
gorbe. (A mozgas nyilvan az = — y sikban torténik, igy elegendd ezt vizsgélnunk.)
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A foldi laboratorium” kifejezés arra utal, hogy a testre hatd erék kozott a magneses Lorentz-erd mellett a nehézségi
erét is figyelembe kell venniink. A testre hat6é eré komponensei:

(1) F, = Qu,B,
(2) F,=mg— Qu,B,
ahol
Ax(t) Ay(t)
3) Ve = T T TAr
a test sebességének megfelel§ derékszogi Osszetevii.
A Newton-féle mozgasegyenletek:
Fy = may és F, = may,

ahol

Avg(t) Awvy(t)
@ e A

Behelyettesitve az er6komponenseket a kovetkez6 mozgasegyenleteket kapjuk:

(5) Qg = WoUy,
és
(6) ay =g — WoUyg,
ahol

QB
(7) wo =

Megjegyzés. Ezt a mennyiséget ,ciklotronfrekvencianak” nevezik, mert ilyen korfrekvenciaval mozog a ciklotronokban egy
Q/m fajlagos toltésd részecske a B indukciéji homogén méagneses mezGben.
Jlag 8 g

Felirhatjuk még a munkatételt a toltott részecske mozgasara az indulas pillanata és egy tetszéleges késébbi pillanat
kozott. Mivel a Lorentz-erd merdleges a sebességre, tehat nem végez munkat, elegendd a nehézségi er6 munkavégzésével
szamolnunk:

(8) %m(vw(ﬁ)2 + vy(t)2) = mgy(t).

Innen leolvashatjuk, hogy a test sebessége akkor lesz a legnagyobb, amikor a fiiggsleges elmozduléas (y*) maximaélis.
Mivel ilyenkor a fliggéleges iranyd sebesség éppen nulla, a vizszintes iranyd sebességkomponensre fennall:

9) vy =/ 29y*.



a) és b) Irjuk fel az (5) egyenletet a kicsiny sebesség- és elmozdulas-megvaltozasokkal, majd osszegezziik ezeket
a megvaltozasokat a mozgas kezdetétdl a palya legmélyebb pontjaig:
Av(t) _ Aylt)
At VA

D Avg(t) =wo Yy Ay(t),

ahonnan
(10) v, = woy”

adodik. Osszevetve ezt az eredményt a munkatételbsl kapott (9) Osszefiiggéssel, valaszolhatunk az els6 két alkérdésre.

A test legnagyobb sebessége
29  2myg

wo_QB’

a legmélyebb siillyedése pedig (az indulasi magassaghoz viszonyitva):

o] = v; =

. 29 2gm?
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¢) A fentiekhez hasonlé modon jarhatunk el a vizszintes iranya (6) mozgasegyenlettel, ami
Avy(t) = gAt — woAz(t)

alakban is felirhat6. Osszegezve a mozgas kezdetétdl a legmélyebb pontba érkezés t* idopillanataig, amikor a vizszintes
irdnyd elmozdulés z*, a fligg6leges iranyt sebesség pedig nulla:

0 = gt* — woz™,
ahonnan a mozgas ezen szakaszara vonatkoztatott atlagsebesség:

g mg

v = t_* = w—o = Q—B_
Mivel a vizszintes irdnyt mozgés a 0 < x(t) < 2™ intervallumon t6rténs mozgas ismétlédése, az egész mozgas atlagse-
bessége (x*-nal sokkal hosszabb tton) ugyancsak mg/(QB).
d) A pélya legmélyebb pontjanal a test gyorsuldsa (6) szerint:

* *
a/y _g_wovza

ami (7) és a v-re kapott kifejezés alapjan:

A tOltott test tehat éppen a nehézségi gyorsulassal megegyezGen gyorsul fiiggslegesen felfelé.

Illés Gergely (Eger, Szilagyi Erzsébet Gimn., 12. évf.)
dolgozata alapjan

II. megoldas. Tekintslink egy olyan koordinita-rendszert, amely az indukciévonalakra meréGlegesen, vizszintes
iranyban v sebességgel mozog a laboratériumi rendszerhez képest. Ha a toltott test pillanatnyi sebessége a ,,mozg6”
rendszerben v, akkor a laboratériumi rendszerben a sebessége v + v, igy a Newton-féle mozgésegyenlet:

ma = Q(v+ vo) X B+ mg,
amit
(11) ma = Qv X B+ [mg + Qv x B]

alakban is felirhatunk. A fenti képletben a a test gyorsuldsa, ami a laboratériumi rendszerben ugyanaz a vektor, mint
az egyenletesen mozgd masik koordinata-rendszerben a gyorsuléas.

A (11) egyenlet szogletes zardjelében szereplé két vektor ugyanolyan (fliggsleges) iranyud, és ha vy nagysagat
megfelelGen, nevezetesen vg = mg/(QB) modon valasztjuk, a két tag éppen kiejtheti egymast. Ekkor a mozgasegyenlet
olyan, mintha a test sulytalan lenne, és csak a magneses Lorentz-eré hatasa alatt mozogna. Ugy is mondhatjuk, hogy
a mozgo6 rendszerben megjelenik egy E = Bwy nagysigu homogén, fligg6legesen felfelé irdnyul6 elektromos mezd,
aminek hatasa kiegyenliti az mg nagysagu, fiiggélegesen lefelé mutatd nehézségi erdt.



Jol ismert, hogy homogén maéagneses mezében a méagneses erévonalakra merdleges kezdGsebességgel rendelkezé
részecske palyaja kor, és a részecske a kor mentén wy = QB/m korfrekvenciaval egyenletesen mozog. Jelen esetben is
ez valosul meg, hiszen a test kezdGsebessége a laboratériumi rendszerben nulla, a mozgé rendszerben tehéat vy nagysagu.

A korpélya sugara
2
Vo m
R = — = _
wo (QB ) g

lesz. A mozgas — a laboratoriumi rendszerbdl nézve — egy vy sebességii egyenletes mozgés és egy vy keriileti sebességii
kérmozgas szuperpozicija. A palya alakja ezek szerint ciklois.

a) A test sebessége a palya legmélyebb pontjanal lesz a legnagyobb, ugyanis itt lesz egymassal parhuzamos és
egyirdnyu a kétféle mozgashoz tartozd sebességvektor:

mg

QB

Vmax = 2V = 2

b) A test legnagyobb lesiillyedése a kezdGponthoz képest

2
m

c) A test sebessége a vizszintes iranyu, allando vy nagysagu sebességnek és a kormozgéasbol adodo, a nulla koriil
ingadozo sebességnek a vektori 6sszege. Az eredd (hosszu idGtartamra vonatkoztatott) atlagsebesség tehat vg nagysagu,
vizszintes és a magneses erGvonalakra is meréleges iranya vektor lesz.

d) A test gyorsuldsa csak a kormozgasbol adodik, nagysaga a palya minden pontjaban

LW (me)* (@BY'1_
R \QB m g g
nagysagui. A gyorsulas irdnya a mozgas kezdetekor fiigg6legesen lefelé, a palya legmélyebb pontjaban pedig fiigg6legesen
felfelé mutat.

Téfalusi Addm (Debreceni Fazekas M. Gimn., 11. évf.)
dolgozata alapjan

II1. megoldas. Hasznaljuk az I. megoldas jelléseit, és induljunk ki a vizszintes és a fligg6leges irdnyokra vonat-
kozo (5) és (6) mozgasegyenletbsl. Az (5) egyenlet, amit a, — wovy = 0 alakban is felirhatunk, azt fejezi ki, hogy
a v, (t) — woy(t) mennyiség valtozési iiteme (derivaltja) nulla, tehéat ez a kifejezés iddben dllands. Az allando (mivel
a kezdopillanatban v, is és y is nulla) nulla kell hogy legyen, vagyis

(12) vz (1) = woy(t).

Helyettesitsiik be v,-et a fliggbleges iranyt mozgasra vonatkozo (6) egyenletbe:

ay(t) = g — wiy(t),

amit
(13) ay(t) = —wi (y(t) — o)

alakban is felirhatunk, ahol yo = g/w?.

Felismerhetjiik, hogy (13) egy olyan rugoéra akasztott stlyos test mozgéasegyenlete, amely test sajat sulya alatt
a rugbd megnyulasa yo, és a rezgés korfrekvenciaja wo. A harmonikus rezgémozgés ismert képleteibdl (az y(0) = 0 és
vy (0) = 0 kezddfeltételeket is figyelembe véve) konnyen megkaphatjuk, hogy

9

= (1 — coswpt),
wg( WO)

y(t) =

vy(t) = wio sin wot,

ay(t) = g coswot.

Ezekbol (12) segitségével rogton adodik, hogy

a(t) = wiou — coswot),

ennek valtozasi liteme pedig
a;(t) = gsinwot.



Az z(t)-t agy kapjuk meg, hogy olyan fliggvényt keresiink, aminek véaltozasi iiteme v, (t), és a kezddpillanatban nulla
értékii: g
x(t) = =5 (wot — sinwot).
Wo
A fenti képletekbdl a feladat valamennyi kérdésére konnyen megkapjuk a valaszt: a test legnagyobb sebessége 2g/wo,
legnagyobb lesiillyedése 2g/w§, a mozgés atlagsebessége g/wp, és a gyorsulasa a palya legals6 pontjaban (és minden
mas helyes is) g.
Megjegyzés. Mindhadrom megoldasban a newtoni mechanika nemrelativisztikus mozgasegyenletébdl indultunk ki.
Ez csak akkor jogos, ha vyax < ¢, vagyis mg < QBc. Ez sokkal erGsebb megszoritas, mint a feladat szovegében
szereplé mg < QBc.
(G. P.)



