Megoldas. A feladat megoldasa harom jol elkiilonithets, onmagéban is figyelemre érdemes lépésre bonthato.
Ezeket kiilon segédallitasokként fogalmazzuk meg, ahol lehetséges, tobbféle indoklast is mutatunk.

1. segédallitas. Ha az ABC hdromszég AC és BC' oldalain felvett K és L pontokra AK = BL, akkor az AB és
KL szakaszok felezépontjain dtmend egyenes pdrhuzamos az ACB< szdgfelezdjével.

1. bizonyitas (vektorokkal, Gyérffy Agoston (Budapesti Fazekas M. Gyak. Alt. Isk. és Gimn., 10. évf.) megoldésa)
Az AB szakasz felezopontja legyen F, a KL szakaszé pedig M. A Vektorok Osszeadasanak definicioja szerint M
MK + _ﬂ + A és M ‘_%4— L + B? Ebbdl, felhasznalva, hogy MK = —Mi és ﬁ = —ﬁ, kapjuk, hogy
oME = KA + LB. A feltétel szerint |K Al = |ﬁ |, igy a vektorOsszeadast paralelogramma-modszerrel végezve egy
rombuszt kapunk, aminek OME atloja valoban felezi a KA és LB vektorok szogét, ahogy allitottuk (1. dbra). O

1. dbra

2. bizonyitas (elemi szogszamitéassal, Dardczi Sindor (Nyiregyhaza, Krady Gyula Gimn., 11. évf.) megoldasa).
Hasznaljuk a 2. dbra jeloléseit. Tiikrozziik az ABLK négyszoget és az F pontot kozéppontosan az M-re, igy kapjuk
az A", B', L' és K', valamint I’ pontokat. A tiikrozés miatt ABA’B’ paralelogramma, aminek FF’ koézépvonala, igy
AFF'B’ is paralelogramma; valamint K B’A’< = 8. Tovabb4 AK = BL = B'L’' miatt a B'AK A egyenlGszar, igy
B'AK< = KB'A< = §. Mivel a+3 < 180°, K az ABA’ B’ paralelogramma belsS pontja, és a 2. 4bra helyes. Az 4brarol
leolvashato, hogy a+ 542§ egyenesszog, mivel egy paralelogramma egy szaran fekve két szog 6sszege. Ebbdl kovetkezik,
hogy az ABC/A-ben C<a = 2§, amib6l CG szogfelezése miatt GOB< = §. A tiikrozés miatt B'K || BL = BC, amibé6l
GCB< = AB'K< miatt CG | B'A || F'F, amivel az 4llitast belattuk. O

Megjegyzés. Az els6, vektorokat hasznalo megoldasbol kitinik, hogy nem sziikséges feltenniink, hogy K és L a haromszog
oldalainak egy-egy pontja, elegendd, hogy az oldalegyeneseken vannak, és AK = BL. Azonban attdl fiiggéen, hogy K és L
melyik A-hoz illetve B-hez tartozo félegyenesre keriil, valtozhat, hogy a C'< melyik szogfelezGjével lesz parhuzamos az FM
egyenes.

2. segédallitas. Az ABC hdromszdg AB oldaldnak felezépontja legyen F, és F-en keresztil hizzuk meg a BC A<
szdg (belsd) szdgfelezdjével pirhuzamos e egyenest. Ekkor az e egyenes felezi az ABC /A keriiletét.

1. bizonyitas (az 1. segedallitasbol kozvetleniil). Az a = b eset trivialis, igy az altalanossag megszoritasa nélkiil
feltehetjiik, hogy a > b, és hasznaljuk a 3. dbra jeldléseit. Legyen C’ a BC oldal azon pontja, amelyre BC' = AC,
tovabba legyen P a CC’ szakasz felez6pontja. Alkalmazzuk az 1. segédéllitast a K = C és L = C’ pontokra. Kapjuk,
hogy a PF egyenes parhuzamos a CG szogfelezével, azaz PF = e. Az AF = FB, AC = BC’ és C' P = PC nyilvanvalo
egyenldségekbdl adodik az allitas. a
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3. dbra

2. bizonyitas (szogfelez6-tételbsl, Gyorffy Agoston (Budapesti Fazekas M. Gyak. Alt. Isk. és Gimn., 10. évf.)
megoldasa). Ismét feltessziik, hogy a > b. A szogfelezd-tétel szerint egy haromszog szoglelezGje a szemkozti oldalt
a szomszédos oldalak ardnyaban osztja, azaz AG/GB = b/a. Innen aranyos osztassal GB = ca/(a + b) azonnal
adodik. Az ABC<-ben felithatjuk a parhuzamos szelSk tételét a CG szogfelezére és az e egyenesre — a P pontot most
e N BC-ként definialjuk:

BF BP
BG ~ BC’
Innen
pp—_¢%* ,_atb
ca/(a+b) 2
és végiill BF + BP =¢/2+ (a+b)/2 = k/2 valoban a keriilet fele, ahogy allitottuk. O

3. bizonyitas (Menelaosz-tételbsl). Tovabbra is feltessziik, hogy a > b. Messe e a BC-t P-ben, az AC-t pedig
@-ban a 3. ablfa szerint. Mivel e parhuzamos a C'G szogfelezvel, PQC< = GCA< = GCB<« = CPQ<, azaz PQCA
egyenl@szaru. Irjuk fel a Menelaosz-tételt az ABC /A-re és az e egyenesre:

AF-BP-CQ = BF - AQ -CP.
Az AF = BF és PC = C(Q egyszertsitések utin AQ = BP adédik, amibsl PC' = CQ = x jeloléssel a —x = b+ z, és
r = (a — b)/2 kovetkezik. Igy FA+ AC + CP = ¢/2+ b+ (a —b)/2 = k/2, ahogy allitottuk. O

3. segédallitas. Az ABC hdromszég AC, illetve BC oldalaihoz irt koréknek az oldalakon levd érintési pontjai
rendre K és L. Ekkor AK = BL.

Bizonyitas. Az éllitas jol ismert, a teljesség kedvéért kozoljilk a bizonyitasat. A szokasos jeloléseket hasznaljuk,
s = (a+b+c)/2 az ABCA félkeriilete. Az AC' oldalhoz irt kor érintési pontjai az AB és BC oldalegyeneseken
legyenek rendre H és G. Mivel kiils6é pontbol korhéz huzott érintGszakaszok egyenl6ek, azért CG = CK, AH = AK
és BG = BH. Ezeket felhasznalva

BH+BG=BA+AH+BC+CG=BA+AK +BC+CK =a+b+c=2s,

igy BH = s,é6s AK = AH = BH — BA = s — c adddik. Hasonl6 szamolassal BL = s — ¢, amib6l az allitas kovetkezik.
O

4. dbra

A B. 4843. feladat megoldasa. A harom segédallitédsbol a feladat allitasa azonnal kovetkezik. A 3. segédallitas
szerint AK = BL. Ezutan az 1. segédallitas miatt a KL és AB szakaszok felezGpontjain atmend egyenes parhuzamos
az ACB< szogfelez6jével, végiil a 2. segédallitas szerint felezi a haromszog keriiletét. O



