I. megoldas. Ugy latjuk be az allitas helyességét, hogy megadunk egy ,algoritmust” egy ilyen n-jegyd szam
elkészitéséhez.
Nézziik meg az elsé néhany megoldast:

n=1 — 2=2.1;
n=2 — 12=22.3;
n=3 — 112 =23 . 14;
n=4 — 2112 =2*.132;
n=5 —  22112=2%.691;
n=6 — 122112=25.1908.

Megfigyelhets a kovetkez6 szabélyszertiség: ha a 2™-nel valo osztas eredménye péaratlan szam, akkor 1-es, ha pedig
paros szam, akkor 2-es szamjegy keriil az el6z6 szam elé.
Bebizonyitjuk, hogy ha tovabbra is ezt az eljarast kovetjiik, akkor a keletkez n + 1-jegyd szdm mindig oszthato
271 _pel.
n > 6 esetén az el6zbleg méar megkapott n-jegyt szam 2"-nel vald osztasakor vagy paratlan, vagy péaros szamot
kapunk.

L eset: paratlan szamot kapunk. Ekkor irjunk 1-et a szam elé. Az 4j szam A = (10" 4+ n-jegyd szam) alaku, vagyis

lesz

A=2"-5"4+2"2l+1)=2"(5"+20+1).

Mivel 5" + 21 4 1 péaros szam, ezért 2" | A teljesiil.
II. eset: paros szamot kapunk. Ekkor irjunk 2-est a szédm elé. Az 1j szam ekkor B = (210" + n-jegyd szam) alaku:

B=2.2".5" 42" .2k =2"(2-5" + 2k).

Mivel 2 - 5" + 2k péaros szam, ezért 2" | B teljesiil.
Adtunk egy eljarast, amellyel minden n pozitiv egész szam esetén készithetd olyan 2"-nel oszthaté n-jegyd szam,
amelynek szamjegyei kizarolag 1-esbél és 2-esbél allnak.

II. megoldas. 2" darab olyan n-jegyd szam van, amely csak 1-esbdl és 2-esbdl all (mert minden helyiértékre két
szam koziil valaszthatunk).

Az Gsszes ilyen n-jegyd szamot elosztva rendre 2™-nel legfeljebb 2™ darab kiilonb6z6 maradékot kaphatunk az osztas
eredményeként (éspedig: 0;1;2;...;2" — 1). Belatjuk, hogy minden ilyen n-jegyt szam kiilonb6z6 maradékot ad 2"-nel
osztva.

Indirekt moédon tegyiik fel, hogy van két kiilonbozs, csak 1-esbél és 2-esbél allé n-jegyt szam, amely ugyanazt a
maradékot adja 2™-nel osztva. Igy a két szam kiilonbsége (a nagyobbikbol a kisebbet kivonva) oszthato lesz 2"-nel.

Ez a kiilonbség legfeljebb n-jegyt szam lehet, melynek az ,els6” nem 0 szamjegye (az 1-es helyiértéktdl indulva a
nagyobbak felé) vagy 1-es (a 2 — 1 miatt), vagy 9-es (az 1 — 2 miatt). Igy ez a kiilonbségként kapott szam A - 10* alaka
lesz, ahol A egy paratlan természetes szam, mig k a 0-k szdma az (1-es helyiértéktdl indulva) elsé 1-es vagy 9-es jegyig.

Mivel a kiilonbség legfeljebb n-jegyti, a fentiek alapjan legfeljebb (n — 1) darab 0-ra végz&dhet, azaz a kiilonbség
legfeljebb 2"~ !-gyel oszthato (hiszen 10"~ = 2"~1.5"~1) Ellentmondashoz jutottunk, tehat nincs két olyan kiilonboza,
csak 1-esbdl és 2-esbdl allo n-jegyid szam, amely ugyanazt a maradékot adja a 2™-nel valo osztasnal. Vagyis minden
maradék kiilonbozs.

Figyelembe véve, hogy pontosan 2" darab, a feltételeknek megfelelg n-jegyd szam van, igy pontosan 2" darab
kiilénb6z6 maradékunk van, vagyis van (pontosan egy darab) olyan n-jegyt szam, amely csupa l-esb6l és 2-esbol all
és 2"-nel val6 osztasi maradéka 0 — és ezt akartuk bizonyitani.



