Williams Kada megoldasa. Szeretnénk tehéat egy olyan egész egyiitthatos nemkonstans homogén f(x,y) poli-
nomot talalni, amire f(z,y) = 1, ha (x,y) € S. (Homogénnek neveziink egy tobbvaltozos polinomot, ha benne minden
tag fokszama egyenld.)

Az f(x,y) polinom létezését |S| szerinti indukcioval igazoljuk. Ehhez felhasznaljuk az tn. Bézout-lemmét, ami
szerint barmely z és y egész szamok legnagyobb kozos osztoja elGallithato ax + by alakban, ahol a,b € Z. Az |S| =1
esetbdl indulunk ki: ha S = {(:E, y)}, akkor a Bézout-lemma szerint alkalmas a,b € Z-re f(z,y) = ax + by megfelel.

Tegyiik fel ezutan, hogy az S = {(al,bl), cee (am,bm)} halmaz minden pontjan g(xz,y) = 1, és szeretnénk az
(am+1,bm+1) elemet hozzacsatolni. A Bézout-lemma szerint Aa,,4+1 + Bbn+1 = 1 alkalmas A, B € Z-re. Mivel a

m

h(z,y) = H(aiy — biz)

i=1

polinom értéke minden S-beli pontban 0, azért C, K € Z-re az
flay) = g(z,9)" = C- (Az+ By) 5" h(x,y)

homogén polinom értéke minden S-beli pontban 1 (feltessziik, hogy K > m), mig

f(am-i-la bm-i—l) = g(am+17 bm+1)K -C- h(am-i-la bm-i—l) .
—_————

=M

Azt allitjuk, hogy g(am+1,bm+1) €8 M = h(am41,bm+t1) egyméashoz relativ prim. Valoban, ha lenne kozos p prim-
osztojuk, akkor p | m miatt p osztdja lenne az M valamelyik a;b,,+1 — bijam41 tényezdjének (1 < i < m). Vegyiik
észre, hogy ekkor a homogenitas miatt

b?eggg(aerl, bmt1) = g(bim41,bibmi1) = 9(@ibmi1, bibmi1) =

= by dg(ai,b;) = by (mod p),

s igy p | 9(@m—+1,bm+1)-bSl p | b1 kovetkezik. Hasonléan kapjuk, hogy p | 1. Ez viszont ellentmond annak, hogy
Gm+1 €8 by relativ prim.

Ha M # 0, akkor a relativ primség miatt g(am1, bm+1)“’(|MD =1 (mod M) az Euler-Fermat-tétel szerint, igy pl.
K = mep(|M|) vélasztassal alkalmas C' € Z-re f(am+1,bms1) = 1 biztosithato. Ha pedig M = 0, akkor a 0-hoz val6
relativ primség miatt g(am41,bm+t1) = =1, s igy K =2 és C' = 0 megfelel.

Tehat minden esetben biztositottuk, hogy f(am+1,bm+1) = 1 is teljesiiljon. Tehat az indukcios lépést befejeztiik,
az indukci6 teljes.

Megjegyzés. A feladat altalanositasa volt a 2017. szeptemberi szamban megjelent A. 703. feladat. Egy tovabbi megoldasi
modszer olvashaté a
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