Matolcesi David megoldasa. Ha f(0) = 0, akkor y = 0-nal ezt kapjuk:

F(F@)f(0) + (= +0) = f(0- ).

Ebben az esetben f(x) = 0 minden z-re. Ez valoban megoldésa a fiiggvényegyenletnek.
Most nézziik azt az esetet, amikor f(0) # 0. Ha z = 0 és y = 0, akkor

F(F(0)?) + £(0) = £(0),  f(£(0)*) =0.

Tegyiik fel, hogy f(¢) = 0ésc # 1. Hay = 1+ az—il’ akkor (z — 1)(y — 1) = 1, azaz © + y = zy, ezért
fl@+y) = flxy), gy f(f(2)f(y)) = 0.

Legyenx =césy =1+ % Ekkor f (f(c)f (1 + %)) = 0. Mivel f(c) =0, f(0) =0, ez viszont ellentmond
az elején kikotott feltételnek.

Azt kaptuk, hogy f(c) = 0 esetén ¢ = 1, igy f(O)2 =1, ezért f(1) = f(f(0)2) = 0, tovabba f(0) = 1 vagy
f(O)Vilag(;ls:, hogy f(x) akkor és csak akkor megoldasa a fiiggvényegyenletnek, ha — f(z) is megoldéasa (mindkét oldal

el6jele megfordul). Ezért az altalanossag sérelme nélkiil feltehetjiik, hogy f(0) = —1.
Helyettesitsiink most az egyenletbe y = 1-et:

fF@) ) + flz+1)=f(1-2),
f0)+ f(z+1) = f(2),
flz+1)= f(z)+ 1.

Ebbdl kovetkezik, hogy n egészekre f(z +n) = f(z) + n.

Megmutatjuk, hogy f(z) injektiv. Tegyiik fel, hogy nem az, vagyis létezik olyan A # B, hogy f(A) = f(B). Legyen
n egy A-nal nagyobb egész, és legyen A —n = a és B —n = b, ahol tudjuk, hogy a negativ.

Ha f(A) = f(B), akkor f(a) = f(b). Az x* — bz + a — 1 = 0 méasodfoku egyenlet diszkriminansa b? — 4(a — 1), ami
pozitiv (mivel a — 1 negativ), ezért az egyenletnek két gyoke van, r és s. A Viéte-formulakbol tudjuk, hogy r + s =1b
ésrs=a—1;igy * =1 és y = s valasztassal f(f(r)f(s)) + f(b) = f(a—1) = f(a) — 1.

Az egyenletbdl kivonhato f(a) = f(b): f(f(r)f(s)) = =1, f(f(r)f(s) +1) = 0, amib6l f(r)f(s) +1 = 1, azaz
f(r)f(s) = 0. Feltehets, hogy s = 1, ekkor a = 1-r+1 és b = r + 1, tehat a = b, ezzel ellentmondéasra jutottunk;
a fliggvény valoban injektiv.

Legyen y = 1 — z. Ekkor f(f(z)f(1—x)) + f(1) = f(2(1 — 2)),

Az injektivitas miatt f(z)f(1 —2) = z — 2°.
Legyen most y = —z. Ekkor f(f(;v)f(—:t)) + f(0) = f( — :102),

F(f@f(=2) = F(1=2?).
Az injektivitds miatt f(2)f(—z) =1 —2?, ezért f(2)f(1—2z) — f(z)f(—z) =z —2* — (1 —2°) = 2 — 1. Masrészt

F@)f(1 —2) = f(@)f(=2) = f(2)(f(1 = 2) = f(-2)) = f(2).

Igy f(x) = x — 1 minden z-re. Ez valoban j6 megoldés: (z —1)(y — 1) =14+ z+y—1=2ay — 1.
Ez volt a megoldas, amikor f(0) = —1, és ennek az ellentettje, f(z) = 1 — x a megoldas, amikor f(0) = —1.
Tehat a fliggvényegyenletnek harom megoldasa van: f(z) =0, f(z) =x —1és f(z) =1 — .



