Gaspar Attila megoldasa.
1. allitas: Ha ap = 0 (mod 3), akkor a sorozat tartalmazza a 3-at.

Bizonyitsunk ag szerinti teljes indukcioval. Ha ag = 3, akkor az allitas trividlis. Ha ag = 6, akkor a; = 9, és as = 3,
ezért az allitas igaz. A tovabbiakban feltételezhetjiik, hogy ag > 9.

Lathato, hogy az ag, ag + 3, a9 + 6, . . . szdmtani sorozatban van az elsé négyzetszam a sorozatbodl. A sorozat Gsszes
eleme 3-mal oszthato, ezért ez a négyzetszam x° = (3l<:)2 alaki. Végtelen sok 3-mal oszthat6é négyzetszam van, ezért
a sorozat tartalmaz négyzetszamot. A (3(k - 1))2 = (z— 3)2 nem szerepel a sorozatban, ezért ag > (z — 3)2 =
2?2 —6r+9=x(xr—6)+9>x+9 >z Az 2? szerepel a sorozatban, ezért az x is szerepel. x < ag, ezért az indukcios
feltevés miatt az allitas igaz.

Lathato, hogy ha ag = 3, akkor a3 = 6, as = 9 és a3 = 3. Ha 3 | ag, akkor az 1. allitds miatt a 3 végtelen sokszor
szerepel a sorozatban.

2. allitas: Ha ag = 1 (mod 3), akkor a sorozat tartalmaz 3k + 2 alakid szdamot.

Bizonyitsunk ag szerinti teljes indukciéval. Ha ag = 1, akkor a; = 4, és as = 2. Ebbdl lathato, hogy az allitas
ap = 4 esetén is igaz. A tovabbiakban feltételezhetjiik, hogy ag > 7.

Lathato, hogy az ag,ag + 3,a9 + 6, ... szAmtani sorozatban van az els6 négyzetszdm a sorozatbol. Ilyen biztosan
van, mert végtelen sok 3k + 1 alakt négyzetszam van. Legyen ez a négyzetszam x°. Az 2 szerepel a sorozatban, ezért
az x is szerepel.

Ha x = 3k + 2 alaka, akkor az allitas igaz.

Ha z = 3k + 1 alaku, akkor a (3k — 1)° = (z — 2)° nem szerepel a sorozatban, ezért ag > (z — 2)° = 22 — 4z +4 =
x(x —4) +4> 2+ 4 > x. Az indukcios feltevés miatt az allitas igaz.

3. allitas: Ha ag = 2 (mod 3), akkor a sorozat szigorian monoton névekvd.

Egy négyzetszam nem lehet 3k + 2 alaku. Igy az ag, ag + 3, ap +6, . . . sorozat nem tartalmaz négyzetszamot. Ekkor
a1 =ag+3,a2=ag+6, ..., a, =ag+ 3n. Ezzel az allitast igazoltuk.

Lathato, hogy ha ap nem oszthat6 3-mal, akkor a 2. és 3. allitds miatt a sorozat egy id6 utan szigortian monoton
névekvé. Igy nines olyan A, amit végtelen sokszor tartalmaz.

Tehat pontosan akkor van olyan A, amit végtelen sokszor tartalmaz a sorozat, ha 3 | ag.



