A feladat tobbféle modszerrel is megoldhato. Az alabb bemutatott eljarasok koziil ketts fizikai (optikai, illetve hangtani)
megfontolasokra épiil, a harmadik a differencidlszamitas matematikai apparatusanak felhasznalasaval jut el a végeredményig.
(A harom kiilonb6z6 gondolatmenetii megoldas jeloléseit ugy valtoztattuk meg, hogy az eredmények egymassal konnyen Gssze-
hasonlithatoak legyenek. — A Szerk.)

I. megoldas. Oldjuk meg a feladatot fizikai eszk6zokkel! Hasznaljuk a fényterjedést leird Fermat-elvet: a fény két
pont koz6tt olyan ttvonalon terjed, amely mentén a fényterjedés ideje a szomszédos (a tényleges utvonaltol csak kicsit
eltérs) utvonalak idejéhez képest a lehets legkisebb.

Tegyiik fel, hogy az 6svény B-vel atellenes felén mindenhol ku sebességgel haladhatunk, és az A pont az 6svénytol
egy ,hajszalnyi” tavolsagra, de mar az Osvény tuloldalan helyezkedik el. (Ez érdemben nem moédositja a feladatot,
hiszen ha méar egyszer elértiik az 6svényt, azon nyilvan gyorsan és egyenesen érdemes haladjunk, nem pedig a tuloldali
erd6ben gorbe ttvonal mentén és lassabban.)

Ebben az 1j megfogalmazasban a probléma a kovetkezs kérdéssel egyenértékd: Miként juthat el a fény egy optikailag
siiriibb kizeg B pontjabol az optikailag ritkabb kozeg A pontjaba, ha a két kdzeget egy sik feliilet valasztja el egyméastol
és a relativ torésmutato (a fénysebességek aranya) k7

A B pontbol kiindul6 fénysugarak a két kozeg hatdran megtornek, illetve visszaver6dnek. Ha a k tOrésmutatod
,elegendGen nagy”, akkor a torési térvény szerint lesz egy olyan fénysugar, amelynek torési szoge 90°, vagyis amelyik
fénysugar a két kozeg hataran (az 6svény mentén) halad tovabb és jut el az A pontig (Za. dbra). Ezen fénysugar beesési
szoge az abra jeloléseit hasznalva éppen 90° — ¢, igy a Snellius—Descartes-torvény szerint

sin (90° — ¢)
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A kozeghatart a C ponttdl balra elérd fénysugarak atjutnak az optikailag ritkibb kozegbe, a C-t6l jobbra érkezd
fénysugarak pedig teljes visszaverddést szenvednek. Az abran lathaté ¢ szog nyilvan nagyobb, mint «, tehit a megadott
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k és a adatok kozott fenn kell &lljon a cos a > Z egyenlStlenség; ez adja meg az ,elegendGen nagy torésmutatd” kifejezés
pontos jelentését.
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Amennyiben a térésmutato nem tal nagy (vagyis cosa < 1/k), a B-bdl kiindulo fénysugarak egyike torésmentesen,
mindvégig az optikailag stirtibb kozegben haladva jut el az A pontig (1b. dbra). Ilyen koriilmények kozott az eredeti
feladat megoldéasa: érdemes mindvégig az erd6ben maradnunk, és ott egyenes tton haladva juthatunk el leghamarabb
a B pontbol az A pontig.
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II. megoldas. Ha a B pontbdl valamilyen dton haladva a legrévidebb id6 alatt jutunk az A pontba, akkor
nyilvin ugyanezen az utvonalon juthatunk leghamarabb az A pontbdl a B pontba. Vizsgaljuk a tovabbiakban ezt
a ,megforditott” problémét!

Képzeljiik el, hogy az A pontbdl indulva egy hangforras mozog az 6svény mentén ku sebességgel, mikdzben folya-
matosan olyan hanghullamokat kelt, amelyek u sebességgel terjednek az erdében (k > 1). Hol helyezkednek el azok
a pontok, amelyeket a hanghullamok elérnek a hullamforras indulasatol szamitott ¢ id6 alatt? A kiilonb6zs helyekrdl
kiilonb6z6 idépillanatokban kiindulo gombhullamok egy kupot (az tn. Mach-kipot) jelolnek ki (2a. dbra). A kap csicsa
ku sebességgel mozog, a kup félnyilasszoge
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a kap alkotoi pedig u sebességgel mozogva tavolodnak a szimmetriatengelytsl (vagyis az 6svénytol). A v szog (az an.
Mach-szdg) egyértelmiien meghatarozhato, hiszen a feladat szovege szerint k > 1.

2a. dbra

Az id6 multaval lesz egy olyan pillanat, amikor az egyre tagulo kap alkotdja (vagyis a hullamfront) eléri a B pontot
(2b. dbra). Tekintsiik a B ponton atmend, a hullamfrontra meréleges egyenes és az Osvény metszéspontjat. Ezen C
pontbol kiindulé hullam éri el leghamarabb a B pontot, tehat ezen a ponton vezet at az eredeti feladat megoldéasa,
a legrévidebb idejt atvonal is. Ezek szerint
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Termeészetesen (az abran valasztott mozgésirany esetén) a C' pont nem lehet A-tol jobbra, vagyis ¢ > «. Emiatt
a fentebb leirt megoldés csak

CcosQ > COSp = T

teljesiilése esetén helyes. A kcosa = 1 hataresetben ¢ = «, vagyis a C' pont egybeesik A-val. Ilyenkor a legrévidebb
id6, ami alatt eljuthatunk A-bol B-be (vagy B-bdl A-ba) olyan tutnak felel meg, amely mindvégig az erdében halad.

Vajon melyik atvonalon haladé hullam éri el leghamarabb a B pontot, ha kcosa < 1?7 Ebben az esetben nem
a Mach-kap hullamfrontja, hanem az A pontbdl kiindulé gombhullam éri el els6ként a B pontot (2¢. dbra), vagyis
a legrévidebb ideji mozgas mindvégig az erdében halad.



2c. dbra

III. megoldas. Jeloljik az A és B pont tavolsagat L-lel, azt a pontot pedig, ahol elérjik az 6svényt, C-vel (8. dbra).
Az A és C, valamint a C' és B pontok kozott nyilvan egyenes utat érdemes valasztanunk. Az erd6ben megtett ut irdnyat
a BA iranytol mért (3 szoggel, vagy az Osvény irdnyahoz viszonyitott ¢ = o + 3 szoggel jellemezhetjiik.
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Az erd6ben megtett Gt hossza (a szinusztétel alapjan) L, = % L, az 0svényen megtett ut hossza pedig
in(«
sin 8 . Ca . e
9 = —— L. A teljes menetid6 a g szog fiiggvényében:
sin (a + 5)
Ly L, L sina+ +sinp
u  ku  uw  sin(a+p)

A flggvény (szamunkra érdekes) értelmezési tartomanya 0 < § < 90° — «, hiszen nyilvin nem éri meg az Gsvényt
(az abran vazolt elrendezés esetén) az A ponttol jobbra, vagy a B-hez legkdzelebbi ponttol balra elérni.

A menetidé minimumat a ¢(8) fiiggvény derivaltjanak elttinése hatarozhatja meg. Ha létezik olyan § szog az értel-
mezési tartomény belsejében, ahol

0= 1(3) — L % cosfBsin(a+ B8) — cos(a+ B) (sina + 1 sin B) B
=t(8) = u sin? (a + B) B
L sin o {% —cos(a—i—ﬁ)} 7

" u sin? (a+ fB)

ott a haladasi idének szélsGértéke (esetiinkben minimuma) lehet. Mivel sem (L/u) sin o, sem pedig sin (o + ) = sing
nem lehet nulla, a derivalt csak akkor vilhat nullava, ha

1
e cos(aw + ), vagyis kcosp =1.
Mivel 8 > 0, vagyis ¢ > «, a derivalt nullava valasidnak feltétele csak

1=kcos¢p < kcosa

esetben teljesiilhet.

Amennyiben kcosa < 1 all fenn, a ¢(8) fiiggvény monoton novekszik, igy a legrovidebb idé a 8 = 0 szoghoz
tartozik. Ilyen esetben (vagyis amikor az dsvényen haladas sebessége nem ,elég nagy”) érdemes mindvégig az erdében
haladjunk, egyenes vonalban B-t6l az A pontig.



