I. megoldas. Minden hiizas utan irjuk fel, hogy milyen goly6t hiuztunk. Ha kéket, azt K-val, ha pirosat, azt P-vel
jeloljik. A 100-adik piros utén irjunk le annyi kéket, amennyi a zsadkban maradt. Igy egy olyan 200 hosszi P-K
sorozathoz jutunk, melyben 100 db P és 100 db K van.
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Osszesen (100

Szamoljuk Ossze azokat a lehetGségeket, amikor k darab golyé marad a zsdkban. Vagyis az utols6 k db betd K és
el6ttiik P van. A t6bbi golydt tetszélegesen hizhatjuk ki, azaz az els6 200 — k — 1 helyre 99 db P-t és 100 — k db
199 — k&

99
helyre keriiljon piros (P) golyo.) Igy annak a valészintisége, hogy k darab golyé marad a zsakban:
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Ekkor a keresett varhato érték az alabbi forméaban irhato:
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) ilyen sorozatot tudunk felirni.

K-t irhatunk az 6sszes lehetséges elrendezésben. Ezt < >—féleképpen tehetjiik meg (kivalasztjuk, hogy melyik

Célunk a szogletes zarojelben 16vS kifejezés egyszertibb alakra hozasa. Ehhez az alabbi azonossagot fogjuk felhasz-
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(Ennek, az un. zokni-szabéalynak a bizonyitasa: cseréljiik ki az 6sszegben a (k:) tagot (k: i 1>—re, majd jobbrol balra

l l [+1
haladva mindig az utolsé két tagot helyettesitsiik az + = + azonossag alapjan a megfelel
m m+1 m+1

taggal.)
Ez alapjan az

egyenletekhez jutunk. Ezeket 6sszeadva kapjuk, hogy a bal oldal épp a szogletes zarojelben allo kifejezés, mig a jobb
oldalt atalakithatjuk (ismét az a zokni-szabalyt felhasznalva):
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A keresett varhato érték tehat:
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Megjegyzés. A feladat allitdsa n kék és n piros golyora is megfogalmazhato, ekkor a varhato érték nL—&—l
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101
a kovetkezSképpen bizonyitotta: Vegyiik az els6 200 pozitiv egész szamot. Ezek koziil szeretnénk kivalasztani 101 db szamot. Ezt

Megjegyzés. Azt, hogy a kérdéses Gsszeg OO) -gyel egyenls, Busa Mdté (Nagykanizsa, Batthyany Lajos Gimn., 11. évf.)
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megtehetjiik <100 -féleképpen. Mashogy 6sszeszamolva: Legyen a kivalasztott szamok koziil névekvs sorrendben a 100. szam egy
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x szam, ahol x nyilvan legalabb 100 és legfeljebb 199. Ilyen esetb6l, ahol a 100. legkisebb szam az x, pontosan (200 —x)- <x99 >

-1
v -feleképpen lehet

van, hiszen a legnagyobb kivalasztott szam (200 — x)-féle lehet, az z-nél kisebb 99 darab szamot pedig 99

kivalasztani. Ha 0sszeadjuk a lehetGségeket a lehetséges x-ekre, akkor megkapjuk, hogy
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= 3 (200-a)- =100 99 - Lf1 :

II. megoldas. Feltételezhetjiik, hogy az utolsé piros golyd kihtizasa utan a zsdkban maradt golydkat is egyenként

. 200
kihtzzuk. Igy a 200 golyonak ( féle sorrendje lehet, minden eset ugyanolyan valészind. Feltételezhetjiik, hogy

100
a golyokat forditott sorrendben hiztuk ki, ekkor az elsd piros golyo el6tt kihazott kék golyok szamanak varhato értékét
keressiik.
Allitas. Ha dsszesen 100 piros és n kék golyonk van, akkor az elsé piros golyé eldtt kihizott kék golydk szdmdnak
n

irhato értéke —.
vdrhatd érteke o

Bizonyitsunk teljes indukcioval. Ha n = 0, akkor az allitas trivialis.

Ha n > 1, akkor az els6 goly6 valosziniiséggel piros, ekkor a kék golyok szama 0. Az elsd golyd

n
) 100 +n
kék golyot hazunk ki, igy a kék golyok

100
100 +n
valoszintséggel kék. Az indukcids feltevés miatt ezutdn még atlagosan nlOl
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szamanak varhato értéke:

100
Ezzel az allitast igazoltuk. Ha n = 100, akkor a varhato érték 101"

III. megoldas. A feladatban leirt folyamatot kibévithetjiik tgy, hogy a végén a zsdkban maradt golyokat is
kihtizzuk, ilyen médon mindig kihtizasra keriil mind a 200 golyé.

Ekkor azon kék golyok szamanak varhato értékét kell meghataroznunk, melyek a kihdzottak sordban az utolsé piros
goly6 utan kovetkeznek.

Legyen p; annak a valdszintisége, hogy egy adott kék goly6 az utols6 piros golyd utan keriil kihtzasra. Ha csak
ezt a kék golyot és a 100 piros golyot tekintjiik, ezen 101 golyd koziil mindegyik ugyanannyi eséllyel lesz utolsoként

kihtuzva. Vagyis a kék goly6 p; = To1 eséllyel lesz az utolsé piros utan kihtzva.
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Ugyanigy, mind a 100 kék golyo6rol egyenként elmondhatd, hogy az —— valészintiséggel lesz az utolsé piros golyo

utan kihtzva. Ha a 100 kék golyohoz egyenként valoszintségi valtozokat rendeliink, melyek értéke 1, ha a goly6 az utolséd
piros utan keriil kihazésra, és 0, ha nem, akkor a keresett varhato érték a 100 valoszintségi valtozo Osszegének varhatd
értéke. Valtozok Osszegének varhato értéke pedig egyenlé a valtozok varhato értékeinek Osszegével. Mivel minden

golyéhoz tartozéd valtozo T01 eséllyel lesz 1, és a maradék eséllyel 0, minden véaltozéhoz —— varhato6 érték tartozik.
. 1
Igy a 100 kék golyohoz tartozo valtozok varhaté értékeinek osszege 100 - 101 = o1’ vagyis az utols6 piros utan hizott

100
kék golyok szaméanak is — a varhato értéke.

1
A keresett varhato érték tehat 1—8(1)

IV. megoldas. Egy véletlenszert, viszatevés nélkiili kihtuzast agy is elképzelhetiink, mint 200 db goly6t sorrendben,
melybdl 100 piros, 100 pedig kék szind. Ez azért igaz, mert amikor az utolsé piros golyot kihizzuk, utdna mar csak
kék marad a zsakban, azok kihizésa pedig egyféleképpen torténhet meg.

Tekintsiik a 100 piros golyot, amelyek 101 helyet hataroznak meg (el6ttiik és utanuk is van egy-egy hely). Ezen
101 helyre fogunk 100 db kék goly6t elhelyezni. Jelolje d; az i-edik helyen 1évS golydk szamat, a részeket értelemszertien
szamozzuk.

Be fogjuk bizonyitani, hogy tetszéleges 1 < ¢ < 100 esetén E(d;) = E(d;+1). Ehhez vegyiik az Gsszes lehetséges
kihuzast. Ezek egyértelmten Gsszeparosithatok, hiszen az i-edik helyen levd golyokat megceserélve az (i + 1)-edik helyen
lévikkel, egyértelmiien megkapjuk az adott kihuzéas parjat (ami akar onmaga is lehet). A parositéas lehetSsége miatt
igazoltuk, hogy E(d;) = E(d;+1). EbbSl az egyenl6ség tranzitivitisa miatt E(d;) = E(d;) tetsz6leges 1 < 4,7 < 100

esetén. Azt is tudjuk, hogy
101

Z E(d;) = 100 = {a kék golyok szama}.
i=1



Ezért

igy ez a végén zsdkban maradé golyok szaméanak varhato értéke.



