Megoldas. Legyen p tetszéleges, 2-nél nagyobb prim. Vizsgéaljuk a
22" 92" 92°
szamok p-vel valé osztasi maradékat. Ezek a szdmok sorban egymas négyzetei, hiszen
(22) = 22",

Ha valamelyikiik maradéka —1, akkor a kdvetkezGé (—1)2 = 1, és az Osszes tObbié is 1. Ebbdl kdvetkezik, hogy a (—1)-es
maradék legfeljebb egyszer fordulhat els. Tegyiik fel, hogy el6fordul, azaz 22" =1 (mod p), méasszoval p | 22" 4 1.
Megmutatjuk, hogy ekkor m < p. Tételezziik fel ugyanis, hogy m > p. Akkor el6tte legalabb p — 1 maradék volt,
de egyik sem lehet 0, (mert egy kettShatvanyt nem oszthat egy paratlan prim), tovabba egyik sem lehet —1, hiszen
csak az m-edik —1. Igy az Osszes maradék koziil csak (p — 2)-féle lehet elétte, ezért a skatulyaelv miatt lesz két
megegyez6 maradék, mondjuk az s-edik és a t-edik, ahol 1 < s < t < m. Ekkor, mivel egymas utan egymaéas négyzetei
vannak, és egy szdm négyzetének p-vel val6 maradéka a szam p-vel valé maradéka négyzetének a p-vel valé maradéka,
azért az (s+ 1)-edik és a (¢4 1)-edik maradékok is megegyeznek egymassal, ugyanezért az (s + 2)-edik és a (¢t + 2)-edik
is stb. Igy azonban az m — (t — s)-edik maradék megegyezne az m-edikkel, vagyis mindketts (—1) lenne, ami lehetetlen.
Tehat valéban m < p.

Tegyiik fel, hogy egy n, k szamparra nk | (22" + 1) (22k + 1); szimmetria miatt feltehetjiik, hogy n < k. Han > 1,
akkor legyen p az n egyik primtényezdje. Nyilvan p # 2, hiszen (22n + 1) (22k + 1) paratlan. Mivel p < n < k, a fentiek
szerint sem 22" + 1, sem pedig 92" + 1 nem lehet p-vel oszthato, de akkor a szorzatuk sem, ami ellentmondas; igy
sziikségképpen n = 1. Tegyiik fel, hogy k > 1, és az egyik primosztdja p. A fenti esethez hasonléan p > 2, és p < k
miatt p nem osztja a 22 + 1 tényez6t. Ezért p | k | (27" +1) (22k +1) csak tgy lehetséges, hogy p | 22" + 1 = 5, ezért
— mivel £ minden primtényezGje relativ prim 92" + 1-hez — k | 5.

Tehat a lehetséges szampéarok (a sorrendet is figyelembe véve): (1,1), (1,5), (5,1), amik valamennyien teljesitik is
a feladat feltételét.



