Megoldas. A megoldés soran elég annyit feltenni, hogy f egy a [0, 1] intervallumon értelmezett pozitiv fliggvény;
a korlatossag feltétele elhagyhaté. Indirekt bizonyitva f6ltessziik, hogy

(w2 — 21)f*(z1) _ £(0)
f(z2) -4

teljesiil minden 1 és xo szamra. (A tovabbiakban mindig x, 21,22 € [0,1] és 22 > x1.) Ebbdl belatjuk, hogy

(i)

(ii) minden n pozitiv egész szamhoz van olyan ¢, pozitiv konstans, hogy minden z-re f(z) > ¢,z" f(0).
Ehhez atrendezziik (i)-et (pozitiv szdmokkal szorzunk):
(iii) Awz — 1) f2(21) < f(2) F(0);

x1 = 0-t behelyettesitve: f(x2)f(0) > 4o f2(0), azaz f(x2) > 42 f(0) minden zy-re. Ezzel meg is kaptuk az elsé ¢,
értéket: ¢y = 4.

Tegyiik fel, hogy kaptunk mar egy pozitiv ¢, értéket, amely minden z-re teljesiti az f(x) > ¢,z" f(0) egyenlétlen-
séget. Ekkor (iii)-at felirva, majd x;-re alkalmazva az elébbi egyenlétlenséget kapjuk, hogy

f(22) F(0) > 4 — 1) f2(21) > 422 — 1) 23" £2(0).

2nx
Osztva f(0) > 0-val és z1 = 5 _:1 -et beirva:
2n
f(z2) > 4(xo — x1)2 23 £(0) = 42 £(0) - % -;v%""’l.
(2n+1)
Ezek szerint a )
(2n)™ 2
Copp1 =4 —————— ¢,
2n+1 (27’), i 1)2n+1
kielégiti (ii)-t.
Végiil a k-ra vonatkozo teljes indukciéval megmutatjuk, hogy
21@-2’C
Cok—1 = m
Valéban, ez teljesiil, ha k = 1, és ha egy adott k-ra igaz, akkor az elébbiek szerint
(2(2k7 _ 1))2(2’“,1) )
Cortiog = Co(2k—1)41 = 4 (2(2¢ — 1) 4 1)** 70 Ck-1 T
Sy (2k _ 1)2(2’671) (2k~2k)2 2(k+1)2k+1

=922.9

(2k+1 _ 1)2k+1—1 . ((2k _ 1)2;6,1)2 - (2k+1 - 1)2k+1,1a

tehat teljesiil (k + 1)-re is.
Igy minden pozitiv egész k-ra és minden x € [0, 1]-re igaz, hogy

f(@) = e 2”71 1(0) = Wﬁ“lf@) =
ot NPT A
=2k, (ﬁ) 22 7HE(0) > 2R 7L £(0).
Specialisan, x = 1-re:
£(1) =28 £(0),

minden pozitiv egész k esetén. Mivel f(0) pozitiv, ez ellentmondas.



