I. megoldas. ElGszor tisztazzunk elfajuld, illetve lehetetlen eseteket. A D vagy E pontok akkor eshetnek egybe
valamelyik csticcsal, ha a haromszog derékszogli. Ha a derékszog B-nél van, akkor D = E = B, nem johetett létre
a DFE-egyenes. Ha A-nal vagy C-nél van (mivel a két eset lényegében ugyanaz, elég pl. csak az A cstcsra vizsgalni),
akkor A = F = M, igy P = M, vagyis most a PM-egyenes nem johetett létre. Ezeken az eseteken kiviil M nem
eshet egybe se talpponttal, se cstuccsal, se P-vel. Lehetséges még, hogy AC||DE, ilyenkor AEDC htrtrapéz, igy
BAC< = BCA< miatt ABC egyenl6 szaru. Tehat fel kell tenni még, hogy BC # AB.

Legyen az AC szakasz felez6pontja G. Bizonyitando, hogy BG L PM. Mivel CDA< = CEA< = 90°, azért D és
E az AC szakasz Thalesz-korére illeszkedik. Ezt a kort jelolje k.

Masrészt MDB< = BEM< = 90°, ezért D és E a BM szakasz Thalesz-korére is illeszkedik. Legyen ez a kor £,
a kozéppontja pedig BM felezGpontja, H.

Most azt bizonyitjuk, hogy a GD szakasz (és hasonl6 modon a GE szakasz) az ¢ korhoz huzott érintGszakasz.
G, D és H az ABC haromszog Feuerbach-kérérd] illeszkednek (melyet az 1. d@brdn f-fel jeloliink), a koriilirt kor K
kozéppontjat viszonyitasi pontnak valasztva pedig
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ami a Feuerbach-kor kozéppontjanak helyvektora (felhasznaltuk a
KM =EKA+ KB+ KC

Osszefiiggest is). Igy GH atmérs, a Thalesz-tétel miatt GDH< = 90°, GD csakugyan érintGszakasz.

1. dbra

Most invertaljunk k-ra. A GD szakasz a k kor sugara, ezért — a szelGszorzat-tételt is figyelembe véve — f-nek a k-ra
invertalt képe onmaga. Keressiik P képét. Az inverzi6 illeszkedéstarto, igy P egyrészt a DE egyenes képére illeszkedik.
A D és az F fixpontok, az egyenes pedig nem megy at G-n, igy DFE képe egy G-n atmend kor: DEG koriilirt kore,
ami ismét ABC Feuerbach-kore. Masrészt P illeszkedik AC képére, ami fixegyenes. Igy P’ az AC oldalegyenes és
a Feuerbach-kor metszéspontja. Két ilyen pont van: az egyik G, de az k kozéppontja, igy nem lehet P képe. A masik
a B-hez tartoz6 magassag talppontja, igy ez a magassagtalppont lesz P képe. (Megjegyzés: ha a magassagtalppont és
G egybeesnek, akkor ABC egyenlé szart lett volna, amit kizartunk.) Igy GPB< = 90°. (Ha D, E és G egy egyenesen
lennének, akkor DE is k atmérGje lenne, igy a Thélesz-tétel szerint FCD< = DAE< = 90° is igaz lenne, vagyis
az ABC haromszog AE és CD oldalegyenesei parhuzamosak lennének, ami lehetetlen.)

Most hatarozzuk meg M’-t is. Ez rajta van az £ fixkoron, igy GM és ¢ masodik metszéspontja. Mivel az £ kor
BM Thalesz-kore, igy GM'B<x = MM'B< = 90° (ha M és M’ forditott sorrendben helyezkednek el, akkor is igaz
az allitas, mert kiegészits szogek lesznek). Most mar meghatarozhatjuk PM képét. G-n nem mehet at, mert akkor
az M pont PG = AC-n lenne, ami a derékszogi haromszog lehetetlen esetéhez vezet vissza. Igy PM képe a G-n,
P'-n és M'-n atmend kor. Mivel GM’'B< = GP'B< = 90°, azért ez BG Thalesz-kore. Ekozben BG egy G-n atmend
egyenes, igy képe donmaga. Tehat PM képének centralisa a BG egyenes, BG képe. Ez kor és egyenes kozott derékszoget
jelent, igy mivel az inverzi6 szogtarto, az eredeti PM egyenes és BG is merdlegesek voltak. Ezt kellett bizonyitani.

IT. megoldas. Legyenek az A, B illetve C pont koordinatai rendre (0;0), (a;b), (1;0), ahol b # 0, igy allhat majd
a szamolas soran tortek nevezgjében.

Yhttps://hu.wikipedia.org/wiki/Feuerbach-korh
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2. dbra

A tovabbiakban két f6bb dolgot fogunk hasznalni:
— Adott (x1;y1) és (z2;y2) pontokon atmend egyenes egyenlete:

Y1 — Y2 Y1 — Y2
y—iaz—l—(yl—iazl).
Ty — T2 Ty — T2

— Két, a tengelyekkel nem parhuzamos egyenes akkor meréleges egymaésra, ha meredekségeik szorzata —1.

Az AB egyenes egyenlete: y = —zx.
a

b
A BC egyenes egyenlete: y = — T+ .
clz —a, 1—a
A CFE egyenes egyenlete: y = —E;v + 7 (az allandot onnan tudjuk, hogy az egyenes dtmegy a C ponton).
1—
Az AD egyenlete: y = @

Ha a = 0 vagy a = 1, akkor az ABC haromszog A-ban vagy C-ben derékszogi, D és E egyike az x tengelyen van,
egybeesik M-mel és a derékszogi cstcesal, igy P is egybeesik M-mel, tehat P és M nem hataroz meg egyenest. Ezeket
az értékeket tehat kizarhatjuk.

Tudjuk, hogy D rajta van a BC' és m, egyeneseken, tehat felirhato a kovetkezs egyenlet (a D pont elss koordinataja
a kovetkez6 egyenletben x):

b2
(1—a)" +0?

(A szamlaloban két nem 0 értéki szam négyzetének Gsszege all, tehat biztosan nem 0.) A D pont masodik koordinataja:

1—a b? b1 —-a)

b (1—a)?+b (1—a)*+0b2

Tudjuk, hogy E rajta van az AB és m. egyeneseken, tehat felirhato a kovetkezs egyenlet (az F pont els6 koordi-
nataja a kovetkezs egyenletben x):

a4 0%
Itt b # 0, ezért a szamlalo sem 0. Az F pont masodik koordinatéja:

b a? ab

a a2+0b2  aZ+ b2

A DF egyenes meredeksége:

b(l—a) __ab
(1—a)?+b2 a?+b2
b2 a?

(1—a)? b2~ aZ+b?

A nevezében a D és az E pont els6 koordinatajanak kiilonbsége all. Ha ez 0, akkor a két pont egybeesik egymassal és
a B cstuccsal, vagyis az ABC haromszog B-ben derékszogi. Ekkor a feladat nem értelmezhetd, igy feltessziik, hogy ez
1—2a)b
—((LTQG—I)—I)Q' (Lépesek: (a® +b?)-tel, illetve ((1 — a)’ + b?)-
tel valo bovités, szorzatta alakitas, b? + a® — 1 szorzotényezével valo egyszerisités. Ha ez utobbinak 0 lenne az értéke,

nem igaz. A kifejezést egyszertsitve a kovetkezst kapjuk:



akkor a nevezé is 0 lenne, viszont nem 0 értékrsl indultunk, és csak szoroztunk nem 0 értékid kifejezésekkel, tehat nem
lehet 0 a nevezd. A végeredmény igy egy értelmezhetd tort.) Mivel 1 — 2a = 0 esetén AB = BC, és ekkor nem jonne
létre a P metszéspont, ezért feltehetjiik, hogy 1 — 2a # 0.

Mivel az egyenes a&tmegy az E ponton, a képletében szerepld konstans értéke:

ab (1 —2a)b a?
a?+b2 —a?+a+b> a?+0?’
b
aminek egyszertbb alakja ﬁ. (Lépések: 0 # (_ a’+a+ b2)—te1 val6 bovités, Osszevonas, szorzatta alakitas,
—a?+a

0 +# (a2 + b2)—te1 valo egyszeriisités. Igy a végeredmény egy értelmezhetd tort.)
A DFE egyenes egyenlete tehat:

(1 —2a)b ab
—a?+a+b*  —a?+a+b?
A P pontrol tudjuk, hogy rajta van az AC egyenesen, vagyis masodik koordinataja 0, és rajta van a DF egyenesen,

1—2a)b b
(= 2a)bw + ab = 0. Ez akkor igaz, ha (1 — 2a)bz +

tehét felirhat6 a kdvetkezd egyenlet a P pont elsé koordinatajara:

—a? +a+ b2
ab =0, vagyis ¢ = T a2 .
—2a
Az M pont els6 koordinatdja a, ugyanis a BM egyenes mersleges az x tengelyre. Mivel M rajta van az mg
f . .. 1—a a—a
egyenesen, mésodik koordinataja a=—
A PM egyenes meredeksége:
a—a? a—a? 1
= =0 5 _ 5 1-2a
—a - a—2a2 2 - .
a— 1—2a 21_;1 1—2a 2b
s . . . i b—0 2b . 1
F koordinatéi (0;0,5), ugyanis AC felez6pontja. Tehat a BF egyenes egyenlete: 05" 3 T Mivel ——— =
a— a—
’ 2a—1
1—
—Ta, azért BF mer6leges PM-re.

Megjegyzések. 1. A £6 hiba a megoldasokban a diszkusszi6é hianya volt. Ez a koordinatageometriai megoldasokban nem csupéan
geometriai, de algebrai hidnyt is jelent, jellemz&en 0-val val6 osztast.

2. Tobben a szamos fellépd hiarnégyszoget hasznaltak ki, tamaszkodva a keriileti szogek tételére, illetve bizonyos esetekben
a hatvanyvonal tulajdonsagaira; mivel sok kort lehetett észrevenni, t6bb kiilonb6z6 tton is el lehetett jutni a megoldashoz. Egy
ilyen megoldés olvashaté honlapunkon:
https://www.komal.hu/verseny /feladat.cgi?a=feladat&f=B4791&1=hul
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