Megoldas. Teljes indukciéval belathato, hogy a sorozat minden eleme létezik és legaldbb 1: a; = 1. Ha a,,—1 > 1,

akkor 7aZ_; —3 >0 és
4a,_1+ \/7a%71 -3 4

> —>1.
3 3
Ebbél azonnal 1athato, hogy
dan—1+4/7a2_1 =3  dan_1+/4a?_,
ap = 3 > 3 = 2ap-1 > ap-1,

azaz a sorozat szigortian monoton névekvd is.
Azt fogjuk bizonyitani, hogy minden n > 2 egészre teljesiil, hogy a,—1 és a, egyarant racionalisak.

4++7-3
% = 2, igy a1, ay raciondlisak, azaz n = 2-re igaz az allitas.

da,_1+ 1/7@%71 -3

Rendezziik at az a, = 3 egyenletet:

a1 =1¢ésay =

3a, —4a,—1 = 7a%71 -3,

(3an — 4an_1)* = Td? 3,

n—1"
9a2 — 24ana,_1 +9a>_ |, +3=0,

1
ai,l — gananfl + ai + 3 =0.

A most kapott egyenletet felirhatjuk eggyel nagyobb n-nel is:

8
2 2

+1 = 5 anln n - =0.
ay i q 3aa+1+a +3

Ezek szerint az a,—1 és a,+1 egyarant megoldasai az

8 1
x2—§anﬂc+ai+§zo

masodfokua egyenletnek (mivel a,11 > ay,—1, azért kiilonb6z6 megoldasokrol van sz6). A Viéte-formulak szerint tehat

Gp—1+ Gpt1 = gan-

Igy ha tudjuk, hogy a,_1 és a, egyarant racionalisak, akkor abbol kovetkezik, hogy a, 1 = gan — a,—1 is raciondlis.
Az eddigiek alapjan a; és ag raciondlisak, tovabba tudjuk, hogy ha a,_1 és a, egyarant raciondalisak, abbol kovet-

kezik, hogy a, és a,41 is egyarant raciondlisak. Ezek alapjan teljes indukcioval minden n > 2 egészre teljesiil, hogy
an—1 €S a, egyarant raciondalisak; tehat a sorozat mindegyik tagja racionalis.



