Megoldas. Felhasznaljuk a kovetkezs ismert tételt: barmely konvex poliédernek van haromszog lapja, vagy olyan
csicsa, amelyre pontosan harom él illeszkedik. (Lasd példaul: Sklarszkij—Csencov—Jaglom: Vilogatott fejezetek és tételek
az elemi matematika korébsl 3.; 44. feladat. (17. old.).) Igy elegends a kovetkezs két esetet vizsgalni.

L. eset: Tegyiik fel, hogy az A csticsra pontosan harom él illeszkedik: AB, AC és AD. Ekkor az A cstcsra illeszkedd
harom lapsik (ABC), (ABD) és (ACD), ahol (-) értelemszeriien a meghatarozott sikot jeloli. A cstacsoknak az O
szimmetriakdzéppontra vonatkozo tiikorképei legyenek értelemszerten A’, B, ¢’ és D'. A feltétel szerint minden
A’-6] kiilonbozé cstcs, igy B', C' és D’ is illeszkedik valamely A-ra illeszkedd lapsikra. Vilagos, hogy B és B’ nem
illeszkedhet kozos lapsikra, ezért B’ € (ACD). A szimmetria miatt (BD'A'C") is lapsik, vagyis A’ illeszkedik az (AC'D)-
kal parhuzamos, B-re illeszked6 sikra. Hasonlé megfontolassal lathatjuk, hogy A’ illeszkedik az (ABD)-kal parhuzamos,
C-re illeszkedd sikra; valamint az (ABC)-kal parhuzamos, D-re illeszkedd sikra is. Nyertiik, hogy A’ éppen az AB,
AC és AD élek altal feszitett paralelepipedon A-val szemkozti csticsa; B, C' és D’ a paralelepipedon tovabbi csticsai.
Azt is megmutattuk, hogy (ABC'D), (ABD'C) ¢s (ACB’'D), valamint ezek tiikorképei: (A'B'CD’), (A'B'DC’) és
(A'C’'BD’) mind lapsikok, igy a poliéder sziikségképpen az ABC DA’ B'C’' D’ paralelepipedon.

II. eset: Tegyiik fel, hogy, hogy ABC egy haromszoglap. A szimmetriakzéppontot tovabbra is jelolje O, az ABC
lap tiikdrképe legyen értelemszeriien A'B'C’.

Els6 lépésként belatjuk, hogy az A, B, C, A’, B’ és C’ pontok epp&ggy paralelepigedon lapkozéppontjai. Legyen

a= (ﬁl b= 0B és ¢ = (ﬁ ekkor a szimmetria miatt OA’ —a, OB" = —b és OC’ = —c. Tekintsiik azt a nyolc
pontot, amelyekbe az O-bol mutaté vektorok +a + b + ¢ alaktak. Ezek egy olyan paralelepipedon csiicsai, amelynek
lapkdzéppontjai A, B, C, A’, B’ és C’. Ezt triviélisan teljesiils vektorazonossagok segitségével igazolhatjuk, a részletek
végiggondolasat az Olvasora bizzuk.

Megmutatjuk, hogy a poliéderiinknek az A, B, C, A’, B’ és C’ pontoktol kiilénb6zé csiicsa nem lehet. Tegyiik
fel, hogy D egy tovabbi cstcs. A feltétel szerint D az A, B, C, A’, B’ és C’ pontok mindegyikével illeszkedik egy
kozos lapra, vagyis a DA, DB, DC, DA', DB’ és DC’ szakaszok mind a poliéder felszinén haladnak, tovabba D
sziikségképpen szigortian az (ABC) és (A'B'C’) sikok kozé esik (hiszen a feltevés szerint ABC és A'B’C’ harom-
szoglapok). Nyilvanvalo, hogy D ¢ (BCB'C'"), tovébba feltehets, hogy D a BCB'C’ sik A-val atellenes oldalara esik
(kiilonben A és A’ szerepét felcseréljiik az indokldsban). A DA szakasz a feltevés szerint a BCB’C’ paralelogrammat
legfeljebb a hatardn metszheti, ezért a D pontot vagy az (ABC') vagy az (ACB') elvalasztja O-t6l (ide értve azt is,
hogy esetleg D rajta van az (ABC") vagy az (ACB’) sikok valamelyikén). Ismét az dltalanossag megszoritasa nélkiil
feltehets, hogy D-t az (ABC'") valasztja el O-t6l. Ez viszont azt is jelenti, hogy az (A’ B'C)) egyazon nyilt félterébe esik
D és O. Osszességében azt kaptuk, hogy D benne van a B'C, B'C’ és B'A’ kozds B’ kezdSpontt félegyenesek altal
meghatarozott nyilt ,térnyolcadban”. Ebbdl kovetkezik, hogy a D' B’ szakasz metszi az ABC A’ B'C’ poliéder belsejét,
amivel ellentmondésra jutottunk.

Ezzel az allitast belattuk.



