Megoldas. Az egyenletrendszer barmely két valtozo felcserélése esetén valtozatlan marad, igy ha egy megoldast
talalunk, akkor annak 6sszes lehetséges permutéacioja is megoldas lesz. ElGszor szamoljuk ki xy+yz + zx és xyz értékét.
Nevezetes azonossagok alapjan egyrészt:

9=(z4+y+2)2 =2 +1>+ 22+ 2zy + 2yz + 2z = 7+ 2(zy + yz + 27),
ahonnan adodik, hogy zy + yz 4+ zz = 1. Masrészt haromtagt 6sszeg kdbének kifejtése és azonos dtalakitasok alapjan:

2= (x+y+2)°’=
::1:3+y3+23—|—3($2y+3§y2+y2z—|—y22—|—22:1:+z:1:2) + 6zryz =
= 15+3(:E2y+:1cy2+;vyz+yzz+yz2+;vyz+z2x+zx2—i—;vyz) — 3xyz =
=15+4+3(x+y+ 2)(zvy + yz + 22) — 3zyz = 15+ 3 - 3 — 3xyz.

A két oldal 6sszehasonlitasdbol kapjuk, hogy zyz = —1. Innen az is lathatd, hogy egyik gyok sem lehet nulla. Most
néhény algebrai atalakitds utdn az x ismeretlenre harmadfokd egyenlethez jutunk. Az 6sszegbdl kifejezhets y + z:

y+z=3—ux.

1
A szorzatbol pedig yz-t tudjuk azonnal z-szel kifejezni: yz = ——. Ez utdbbi két tényt felhasznalva csak egy valtozo
x

marad az egyenletben:
1
l=asy+yzt+ze=2(y+2)+yz=238—x)— o

A kapott egyenlet:
1

1=3z—a*——,
X
illetve rendezés utan x> — 3z + z + 1 = 0. Ennek az egyenletnek az = 1 megoldésa, igy az (z — 1) gyoktényezs
kiemelhetd:
(z—1)(z*—22—1) =0.

Az egyenlet tovabbi ket gydke © = 1 ++v/2 és & = 1 — /2. A szimmetria miatt ennek a harom szdmnak az Gsszes
permutacioi adjak az eredeti egyenletrendszer Osszes megoldasat. Az egyenletrendszernek tehdt hat megoldasa van.
Behelyettesitéssel lathato, hogy a kapott értékek valoban az egyenletrendszer gyokei.

Megjegyzések. 1. Az egyenletrendszer megoldasa soran megkaptuk az « + y + z, zy + yz + zx és xyz értékét, amelyek egy
harmadfoki egyenlet Viete-formulai. Igy az egyenletrendszer Gsszes megoldasat megkaphatjuk az w—3u+u+1=0 egyenlet
gyokeiként. Ez pontosan megfelel az el6z6ekben leirt megoldasnak.

2. Azok a versenyzok, akik nem részletezték a harmadfoka egyenlet megoldasat, vagy nem ellendrizték a kapott gyokoket,
nem kaphattak teljes pontszamot. Ez okozza a hidnyos dolgozatok viszonylag nagy szamat.



