
Megoldás. A megoldás érdekében a tagokat megfelel®en soportosítjuk, majd ezekre a soportokra külön-külön

alkalmazzuk a számtani és harmonikus közepek közti egyenl®tlenséget, melynek a következ® alakját használjuk:
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ahol egyenl®ség pontosan akkor van, ha minden ai egyenl®.

El®ször is vegyük észre, hogy az (i, j) és a (j, i) párokból álló
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összegek kétszer szerepelnek (ezért lesznek a soportosításnál a 2-es együtthatók).
A következ® tagokra bontsuk szét a szummát:
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általában pedig tetsz®leges 1 ≤ k ≤ n− 1-re a k-adik soport legyen:
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Könnyen látható, hogy minden tag pontosan egyszer szerepel, hiszen egy soportban éppen azok a tagok vannak

benne, melyekre az xi és xj között ugyanannyi xm van, éspedig a k-adik soportban k − 1.
Ezeket a soportokat egyesével alulról tudjuk besülni a számtani és harmonikus közepek közti egyenl®tlenség

alapján:
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Összegezve ezeket a besléseket éppen a bizonyítandót kapjuk.

Egyenl®ség akkor áll, ha minden számtani-harmonikus beslésben egyenl®ség teljesül, k = 1-re is. A k = 1 eset-

ben a számtani-harmonikus beslésben n tag szerepel, melyek összege 2π, vagyis bármely két szomszédos xi+1 és xi

különbsége
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n
. Ekkor a többi beslésben is egyenl®ség van, hiszen
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Tehát egyenl®ség akkor és sak akkor van, ha minden 1 ≤ i ≤ n− 1-re
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