Megoldas. Egy ilyen polinom egyiitthatoi abszolut értékeinek az 6sszege nem lehet nulla, hiszen az azt jelentené,
hogy az 0sszes egyiitthatd nulla, viszont a feladat feltételei szerint p nem azonosan nulla polinom.

Ha az 0sszeg 1, akkor a polinomnak p(x) = +2F alaktunak kell lennie, ahol k természetes szdm. Ez azonban nem
lesz minden esetben oszthato 2016-tal, hiszen példaul p(1) = £1, ami nyilvan nem oszthat6 2016-tal.

A kovetkezSkben azt fogjuk belatni, hogy a keresett 6sszeg lehet 2. Ennek érdekében tekintsiik a p(z) = 2°- (x48 — 1)
polinomot. A tovabbiakban tobbszor felhasznaljuk az Euler—Fermat-tételt, amely szerint, ha a és n egymashoz relativ
prim pozitiv egészek, akkor n | a?™ — 1, illetve ugyanez kongruenciaval

a®™ =1mod (n),

ahol p(n) az n-nél nem nagyobb, n-hez relativ prim pozitiv egészek szdma.

A 2016 primtényezds felbontasa: 2016 = 2° - 32 . 7.

(i) Elgszor belatjuk, hogy 32 | p(n), minden n természetes szam esetén.

— Ha 2 | n, akkor 2° | n®, amibél azonnal kovetkezik, hogy 2° | p(n).

— Ha n paratlan, akkor (n, 32) = 1 miatt n¥*?) = n!% = 1 mod (32). Ebbél az is kivetkezik, hogy n*® = 1 mod (32),
vagyis n*® — 1 oszthato 32-vel.

(1) Most igazoljuk, hogy 9 | p(n), minden n természetes szam esetén.

— Ha 3 | n, akkor 3°|n®, amibdl lathato, hogy 9 | p(n).

— Ha n nem oszthaté 3-mal, akkor az Euler-Fermat-tétel szerint n®® = n% = 1 mod (9). Ebbé6l kivetkezGen
n?® =1 mod (9) is teljesiil, azaz 9 | n*® — 1, p(n) oszthat6 9-cel.

(7i1) Végiil belatjuk, hogy 7 | p(n), minden n természetes szam esetén.

—Ha 7| n, akkor 7° | n®, amibdl rogton kovetkezik, hogy 7 | p(n).

~ Ha 7} n, akkor viszont az Euler-Fermat-tétel szerint (7 = n = 1 mod (7). Ebb6l kovetkezGen n*® = 1 mod (7)
is teljesiil, azaz 7 | n*® — 1, p(n) oszthat6 7-cel.

Mivel 32, 9 és 7 paronként relativ primek, a fentiek alapjan p(n) a szorzatukkal is oszthato. Talaltunk tehat egy
olyan p(n) polinomot, amely minden n természetes szam esetén oszthato 2016-tal és az egylitthatok abszolat értékének
Osszege 2.

Megjegyzés. A p(x) = z° (m48 —1) polinom helyett barmilyen méas polinom megfelel, amelyben az els6 tényez&ben az z kitevGje
legalabb 5, a masodik tényezGben pedig a 48 helyett a 6 és a 16 valamelyik pozitiv k6zos tobbszorose szerepel.



