I. megoldas. Az egyenletrendszer értelmezési tartomanya: x # 0; y # 0; z # 0. A mésodik egyenlet bal oldalan

1év6 torteket kozos nevezdre hozva:
yz—wz—zy 1

Yz 8
Mindkét oldalt megszorozva xyz = 8-cal:

yz —xz —ay = 1.

Felhasznalva a megadott egyenletrendszert és azt, hogy x # 0, tovabb alakitjuk az egyenletet:

yz—a(y +2) =1,
8
——z(8—1x) =1,

xT

8
——8r+22-1=0,
X

8—8x2+ 23 —x=0,
2z —8) — (¢ —8) =0,
(3:—8)(:1: —1) 0,

(x=8)(z+1)(z—1)=

Tehat x értékei: 1 = 8; 20 = —1; 23 = 1.
Ha z =8, akkor y + 2 = 0, z = —y. Ebbdl:

_8y2 = 87
y? = —1.

Egy valos szam négyzete nem lehet negativ, igy ellentmondashoz jutottunk, x nem lehet 8.
Hax =1, akkor y+2 =7, 2 =7 — y. Ebbél:

zy(7T—y) =38,

Ty -y’ —8=0,
TEVA9-32  T+V1T
B 2 2

Tehat ha x = 1, akkor két eset lehetséges y-ra és z-re:

T+ V17 i 7T—V17 .
=— és = illetve
L T—=V17 & Z77+\/17
T2 T2

Ha x = —1, akkor y + 2 =9, 2 = 9 — y. Ezt felhasznalva:

zy(9 —y) =38,
—y(9—y) =38,
—9y +y*> —8=0,

_9+v81+32 9+ 113

B 2 2
Tehat x = —1 esetén is két eset lehetséges y-ra és z-re:

9++v113 i \/11 .
=—a és z= illetve
— /113 & L 9+\/11

-T2 2



II. megoldas. A nevezdk miatt x,y, z # 0. A masodik egyenletet alakitva:
yz —xz —xy =1,
8
yz=1+xz+ay = —,
x
z4+22z4+22y=8=x+y+z,
x22+x2y:y+z,
2y +z)=y+z
(y + z)(x2 —-1) =0,
(y+2)(z — )@ +1) =0.

Ha y = —z, akkor az eredeti egyenletrendszerbdl:
x-(—2) - z2=28,
1 1 1 1 1
x z z x 8

amib6l —z2 = 1 kovetkezne, de ez lehetetlen. Ekkor tehat nincs megoldas.

Ha z =1, akkor:
y+z=7,
yz =8,
1 11 1
y 2z 8
Ebbél egyrészt y = 7 — z, és igy az yz = 8 egyenletet alakitva:
2(7—2) =8,
22— T724+48=0,
T+V17
212 = ——F -
2
Tehat
7T—-V17 T+ V17
n=—p— =G
2 2
7T+ V17 7T—V17
Ry =, Yo = —"F7—".
2 2
Hasonl6 gondolatmenettel, x = —1 esetén y =9 — z és yz = —8-bdl a
22-92-8=0
masodfoku egyenletet kapjuk. Az ehhez tartoz6 megoldasok:
9—-+113 9+ 113
BE Ys = ——5
94113 9— 113
e I

III. megoldas. ElGszor kossiik ki, hogy az x, y és z szdmok koziil egyik sem lehet nulla, hiszen az egyik egyenletben
a nevezGben szerepelnek.
1
Az — ———— =3 egyenletet xyz-vel szorozva kapjuk:

TYz
Yz —xz — Y = 5

Mivel xyz = 8, a jobb oldalon 1 all:
yz —xz —xy = 1.

Felhaszndlva, hogy x +y + 2 =8, vagyis z =8 —x — y:
yB@—z—y)—z@ -z —y)—zy =1,
8y —axy—y? —8r+aitay—ay=1,
0=9y?+(x—8)y—x?+8x+1.



Ez egy masodfoku egyenlet y-ra, a megoldoéképlet alapjan:

) 8—xt+/(r—8)2+4(22—-8x—1) 8—z4+52%—487+60
y: = .
2 2

8
Most masféleképpen is ki fogjuk fejezni y-t x-b6l. Tudjuk, hogy zyz = 8, vagyis z = —, tehéat
Ty

8
8—zr—y=—.
Ty
Szorozva xy-nal:
8ry — 2%y — xy® = 8,
2y’ + (2° — 8z)y + 8 = 0.

Ez ismét egy masodfoku egyenlet y-ra (z # 0), igy tjra felirva a megoldoképletet:

@) 8z —2?+£./(22 —8z)2 —4-2-8 8z — 2%+ Vol — 1623 + 6422 — 322
y= - '
2z 2z

Az (1) és (2) egyenleteket egymaéssal egyenl6vé téve kaphatunk egy olyan egyenletet, amelyben csak x szerepel:

8 —x £ b2 — 48z +60 8r — x2 £ Vx4 — 1623 + 64x2 — 32z
2 N 21 '

Itt a £ jelek egymastol fiiggetleniil pluszt és minuszt is jelenthetnek. Szorozva 2z-szel:

8z — z? £ x\/5x2 — 482 + 6 :817—3:2:|:\/x4—16:173+643:2—323:,

+2+/532 — 487 + 60 = /2% — 1623 + 6422 — 322

Mindkét oldalt négyzetre emeljiik:
22 (52 — 48z + 60) = 2* — 162> + 642 — 322,
524 — 4823 4 6022 = 2* — 162 + 642% — 322z,
4ot — 322° — 42”4+ 322 = 0.
Osztva 4-gyel:
' =823 — 22 + 82 =0.
Latszik, hogy ennek az egyenletnek z = 0, x = 1 és x = —1 is gyoOke, ezeket kiemelhetjiik:
:v(x3 — 8z? —x+8) =0,
z(z —1)(2* — Tz —8) =0,
z(x —1)(x+1)(xz —8) =0.
Ebbdl tehat € {—1,0,1,8}. A kikotéstink alapjan x # 0, igy € {—1,1,8}.

Nézziik el6szor azt az esetet, amikor 2 = 8. Ekkor (1) alapjan

8 —x £+ /522 — 482 + 60
2

lenne, de a négyzetgyok alatt negativ szam szerepel (5-8% —48-8 +60 = —4), tehat ebben az esetben y-ra nem kapunk
valés megoldast. © = 8 igy nem ad megoldast.
Most nézziik az = 1 esetet. Ekkor (1) alapjan

8—x+Vba? —48x+60 7+V17
2 2

y:

Ez tehat két megoldast jelent, és ekkor

TEVIT  TFVIT

—8—r—y=8—1—

Maradt még az x = —1 eset. Ekkor (1) alapjan

8—z++vba2 —48z+60 9++/113
2 - 2 ’




itt is két megoldas van, és

94113 97113
=

=8—z—-y=8+1-
z r—y + 5

Osszesen tehat négy megoldast kaptunk:

T+ V17 7T—V17
.Il:l, nh=—7/"- 2= 5
2 2
7T—V17 T+ V17
$2:1, y2:T7 ZQZT;
94+ v113 9 —-+v113
.Ig:—l, yng) Z3:T7
9 —-+v113 9+ 113
zy=—1, o= =

Ez lényegében két megoldasnak vehets, ha y-t és z-t felcserélhetdnek tartjuk. (Az eredeti egyenletrendszerben y és z
szimmetrikusan helyezkedik el.)

Mivel a megoldas soran nem csak ekvivalens atalakitasokat hasznaltunk, le kell ellenérizniink, hogy ezek a megol-
dasok valoban jok-e. Az y — z szimmetria miatt elegendd a két lényegesen kiilonb6z6 megoldast leellenérizni.

T+V17 7T—-V17
Az els6 megoldasban x =1, y = +2 , 2= 5 . Ekkor
s — Z77+\/17 7_\/17*49_17*¥*8
vEmvEE T 2 4 4
T+VIT T —17
r+y+z=1+ i + =14+7=8,

11 1 3 ; B
Ty oz T4V T-VIT

(7= VIT)(T+ VIT) = 2(7T = VIT) = 2(7+ VIT)
(7—VI7)(T+ V17)

C32-1442V17T-14-2V17T 4 1

32 32 %

Az els6 megoldas tehat jo.

kor

9+ /113 9 — /113
Nézziik a masodikat, itt 2 = —1, y = % és 2= ——. Ek

9+ VI3 9-VI13  81-113  —32

TYz = —Yz = — D) 5 1 —T:&
9++v113  9-+113
r+y+z=-1+ i + =—-1+9=8,

111, 2 _a
Ty oz 9+ V113 9- V113
(9—V113)(9+ V113) — 2(9 — V113) — 2(9 + V113)
(9 V113) (9 + VI13)

_32-18+2v113-18—-2y113 -4 1

—32 —-32 8

A masodik megoldas is jo, vagyis tényleg ez a két lényegesen eltérs megoldas (azaz négy (z,vy, z) szamharmas) van.



