Megoldas. Felhasznaljuk, hogy a racionalis és az irraciondalis szamok is mindeniitt strdn helyezkednek el a valos
szamok kozott, azaz minden valés szamhoz tetszélegesen kozel talalhato téle kiillonb6z6 racionélis és irracionélis széam is.

Megmutatjuk, hogy az a) és b) kérdésre a valasz igenld, a ¢)-re pedig nemleges.

Az el6bbihez legyen minden racionélis szadm piros és minden irraciondlis szam kék; a fentiek miatt ekkor Lilla
minden valos szamot lilanak fog latni.

A b)-hez valasszunk el6bb egy 1-nél nem nagyobb, pozitiv racionalis szamokbol allo, nullahoz tart6 szamsorozatot
(ilyen példaul az r, = 1/n sorozat). Minden z egész szamra és tetszdleges ¢ indexre szinezziik a z + r; szamokat
pirosra, az 0sszes tobbi valés szamot pedig kékre. Minden ¢ egész szamhoz tetszélegesen kozel talalhato téle kiillonbozs
irraciondlis szdm, ami most kék, és ¢ + r; alakta szam is, ami piros; tehat minden egész szdm lila. Legyen ezutan b
olyan val6s szam, ami nem egész; jelolje a b-hez legkozelebbi egész szam(ok) b-t6l valo tavolsagat d > 0. Ekkor b-nek
barmelyik piros ponttol valé tavolsagara

|b—(2+ri)‘ :|(b—z)—ri| >|b—z|—|ri| > d—|ri|

Mivel az (r,,) sorozat nullahoz tart, véges sok tagjanak kivételével |r,,| < d/2 teljesiil, igy — véges sok ¢ index kivételével —
|b— (2 +7:)| > d/2. Ha pedig z nem a b-hez legkozelebbi egy vagy két egész szam, akkor [b— z| > 1+ d. Tehét b véges
sok kivételével minden piros szamtol legalabb d/2 tavolsagra van, ezért nem lehet lila.

Veégiil tegyiik fel, hogy van egy olyan szinezés, ami szerint minden racionélis szam lilanak latszik; megmutatjuk,
hogy akkor ez sziikségképpen az Osszes valos szémra is fennall. Legyen ugyanis v valds szédm, e pedig tetszoleges (kicsi)
pozitiv szam. Létezik olyan r racionélis szam, amelyre v + ¢/3 < r < v + 2¢/3. Mivel r lila, talalhat6 olyan téle
kiilonboz6 p piros és k kék szam, amelyekre |r — p| < e/3 és |r — k| < ¢/3. Igy p,k > r —¢/3 > v miatt p és k
kiilénbozik v-t6l, tovabba v — p| = (v —r) + (r — p)| < [v —r| + |r — p| < 2¢/3 + ¢/3 = ¢, és hasonléan v — k| <e.
Mindez azt jelenti, hogy v is lilAnak latszik. Tehat nem létezik olyan szinezés, amely szerint Lilla pontosan a racionélis
szamokat latna lilanak.

Megjegyzés. Az egyik nagyon gyakori hiba a c) rész lehetetlenségének bizonyitasanal fordult els. Itt sokan lattak be azt (vagy
indultak ki abbol), hogy ha egy t irracionalis szamnak barmilyen kicsi (¢t — x,t + x) kdrnyezetében van egy piros és egy kék pont,
akkor ¢-t lilanak latjuk. Ebben ott van a hiba, hogy ez a kornyezet tartalmazhatja ¢-t is, és ha példaul ebben ¢ az egyediili piros
pont, az Osszes tobbi pedig kék, akkor ett6l még lehet, hogy a ¢ koriili kdrnyezet ¢-n kiviil nem tartalmaz piros pontot, és ezaltal
t nem latszik lilanak. Az ebbdl fakado hibak 1 pont levonéssal jartak.

Egy masik gyakori hiba az a) résznél adott rossz konstrukci6 volt: szinezziik ki a szdmegyenest dgy, hogy a pontok
KKPPKKPPKK... szinsorrendben kovetkezzenek, és ekkor egy p pontot véve, a vele szomszédos két pont kiilénb6z6 szind,
igy p lila. Ezzel az a probléma, hogy a pontok kozott ilyen szomszédsagi viszony nem létezik, két pont nem lehet  szomszédos”

b
egymassal. Egy a pontnak egy téle kiilénb6z6 b pont nem lehet szomszédja, hiszen a két pont felez6pontja, % kozelebb esik

a-hoz, mint b.



