Megoldas. Ketts segédallitassal kezdiink:

1. segédallitas: Tegyik fel, hogy a c1 €s co kérvonalak nem metszik eqgymast. Ekkor létezik olyan z'nverzi, amely
a c1 €s co kordket koncentrikus korokbe képezi.

Az 1. segédallitas bizonyitasa: Legyen ¢; kozéppontja Oq, co kézéppontja Os. Ha O = O,, akkor barmilyen
O; polust inverzid megfelel.

Ha O; # O, akkor legyen a c¢; és co korok hatvanyvonala h. Mivel ¢; és ¢ nem metszi egymast, A sem metszi
a c¢1 és cg korok egyikét sem. Legyen H a h hatvanyvonal tetszéleges pontja. A hatvanyvonal definicioja miatt H-bol
a c1 és co korokhoz egyenls hosszu érint6k huzhatoak, jeloljiik ezek kozos hosszat e-vel, és tekintsiik a H kozéppont,
e sugaru ¢ kort. Vilagos, hogy ¢ merglegesen metszi ci-et és co-t. Tovabba c két pontban metszi az f = 0102 centrilis
egyenest. Legyen ezen metszéspontok egyike P, k pedig egy P kézéppontu tetsz6leges kor (1. dbra).
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1. dbra

Megmutatjuk, hogy a k-ra vonatkozé inverzi6 a kivanalmaknak eleget tesz. Legyenek értelemszertien a megfelel¢
korok és egyenesek k-ra vonatkozo inverz képei a ) és ch korok, valamint az f’ és ¢’ egyenesek. Az inverzio szogtartéasa
miatt f’ és ¢ merélegesen metszi ¢} és ¢, mindegyikét, vagyis az egyméstol kiilonbozs f/ és ¢ egyenesek illeszkednek a ¢}
és ¢ korok kozéppontjaira. Ebbol kivetkezik, hogy a ¢} és ¢ korok kozéppontja kozds, vagyis ¢ és ¢ koncentrikusak.
Ezzel a segédallitast belattuk.

1. megjegyzés: A gondolatmenetbdl kiolvashato, hogy a kiilonb6z6 H kozéppontt kordk sziikségképpen ugyanabban a két
pontban metszik az e centralist. A hattérben valojaban a c; és ¢z korok altal generalt elliptikus korsor, valamint a ra ortogonalis
(méas szohasznalattal hozza konjugélt) hiperbolikus korsor geometridja htuzodik, amir6l bévebben Hajos Gyorgy: Bevezetés
a geometridba c. konyvének 40. pontjaban olvashatunk.

2. megjegyzés: Az allitas er6sithets, elsirhatjuk, hogy a koncentrikus cj és cp kordk koziil melyik legyen a belss, és melyik
a kiils6. Ehhez a két kapott lehetséges P pont koziil kell a megfelel6t kivalasztanunk. Ennek részletes beldtasat az olvasoéra
bizzuk, a tovabbiakban csak azt fogjuk felhasznalni, hogy ha c; belsejében van cz2, akkor elérhets, hogy 5 is ¢ belsejében
legyen; ehhez egy mindkét koron kiviili polusra kell invertalni.

3. megjegyzés: Ha a c1 és co korok metszik egymast, nyilvanvaléan nincs olyan inverzid, amely Sket koncentrikus korokbe
képezi.

2. segédallitas: Legyen a k kior kézéppontja O, £ eqy O-ra illeszkedd egyenes, A, B, C és D pedig négy kilonbozd,
O-t6l kiilonbézé pont £-en. A k-ra vonatkozo inverzid az A, B, C és D pontokat rendre az A', B, C' és D' pontokba

képezi. Ekkor
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ahol az Y7 ardnyhoz pozitiv eldjelet rendeliink, ha Y € X Z, eqyébként pedig negativat.

A 2. segédallitas bizonyitasa: Valasszuk a koordinatarendszert agy, hogy O legyen az origd, k sugara legyen
egységnyi, és az ¢ egyenes egybeessen az z-tengellyel. Ekkor az allitas ekvivalens a kdnnyen ellenérizhetd
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azonossaggal. Ezzel a 2. segédallitast belattuk.

4. megjegyzés: A 2. segédallitas egy specidlis esete annak a ténynek, hogy az inverzi6 tartja a kettGsviszonyt, lasd Dobos
Sandor, Hrasko Andras, Kiss Géza, Suranyi Laszlo: Geometria, 11.—12. évfolyam c. konyvében a 3.8. szakasz 3.2. és 3.3. feladatait,
illetve Sz6kefalvi-Nagy Béla: Komplez fiiggvénytan c. konyvének 3. fejezetét.

Ezutan ratériink a feladat megoldaséra. Az allitas csak abban az esetben igaz, ha a négy érintkezd kor koziil ko
a kOzéps6, elGszor ezzel az esettel foglalkozunk.

L Az inverziorol szol6 ismertetd cikket lasd honlapunkon:
https://www.komal.hu/cikkek/cikklista.h.shtmll


https://www.komal.hu/cikkek/cikklista.h.shtml

Legyen k4 a 1127537131 kor. Vilagos, hogy k4 a belsejében tartalmazza ko-t, és merGlegesen metszi a ky, ko és ks
koroket. Tegyiik fel, hogy O # U és messe az OU egyenes kq-et az A és D pontokban, ko-t a B és C pontokban
a 2. dbra szerint. Az 1. segédallitast, illetve a 2. megjegyzést felhasznédlva hajtsunk végre egy alkalmas P kézépponta
k korre vonatkozo inverziot, amely a kg és ky koroket a koncentrikus &y és kj korokbe képezi, ahol k| a kj belsejében
van. A ki, ko és k3 korok ki, kb és kj képei is korok lesznek, amelyek merdlegesen metszik kj-et, és kiviilr6l érintik
ki-t. Az A, B, C és D pontok egy P poélusbol indul6 félegyenesre illeszkednek, ezért A’, B', C' és D’ képeik is, de
sorrendjiik az eredetihez képest megfordul. Igy az inverzié utan a 3. dbrat kapjuk.

Hasznaljuk a 3. abra jeloléseit, kj és kj kozds centruma legyen O. Mivel &, kb és ki merdlegesen metszik k-

t, egymast paronként kiviilrél érintik, valamint érintik a kj-vel koncentrikus k(, kort, a sugaraik megegyeznek. Ebbdl

konnyen lathato, hogy OO, T}, derékszogt haromszog O szoge 60°, atfogdjanak felezGpontja M. Igy k| sugara egyrészt

O1T§, = 2R’ — 1/, masrészt O1T7, = 3R/, ahol v’ és R’ rendre k{, és kj sugarat jeloli. Innen r’ = (2 — V/3) R’ adodik,
majd egyszerd szamoléssal kapjuk, hogy

A'B" AC" R -1 R +r V3 -1 2_ 1

B'D'"C'D' R+ R —r \3-v3) 3

Most alkalmazzuk a 2. segédallitast, amibsl kdvetkezik, hogy

@ ap Ac 1
BD CD 3
Bevezetve a d = UV jelolést a 2. abra szerint AB=d+R—r, BD=R+r—d, AC=R+r+désCD=R—r—d.
Ezt visszahelyettesitve (1)-be nyerjiik, hogy

R+d-r R+r+d 1
R+r—d R—-r—d 3’
amibdl a bizonyitandé d* = R? — 4Rr + 12 Gsszefiiggés egyszert atszorzassal kovetkezik.
Hatra van az O = U eset vizsgalata. Ekkor d = 0 és az inverzi6 el6tti abrank lényegében megegyezik a 3. dbréaval,
igyr = (2 — \/E)R, és R? —ARr +1r? = 0 is azonnal kovetkezik. Ezzel azt az esetet belattuk, amikor ko a kozépss kor.
Ha ko nem a kozéps6 az adott négy paronként érinté kor koziil, akkor az allitas nem igaz, de nagyon hasonlé formula
teljesiil. Ez az eset az el6z6hoz analog modon kezelhets, ezért csak vazlatosan ismertetjiikk a lépéseket. A megfelel
inverzi6 utén ismét a 3. dbrat kapjuk, ezért (1) tovabbra is érvényes. Azonban ez esetben a 4.dbra szerint

AB=R+d+r, BD=d+r—R,
AC=-r+d+R ¢ CD=d—r—R

Ezt (1)-be visszairva, rendezés utan a d> = R + 4Rr + 12 Gsszefiiggést kapjuk.
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