I. megoldas. Ha a p(z) polinom konstans, akkor p(p(z)) = p(z) = q(z)?, igy 7(z) = q(x) megfelels vlasz-
tas. Megmutatjuk, hogy a kérdésre igenlé a valasz akkor is, ha a p polinom legaldbb els6fokd, amit a tovabbiak-
ban feltesziink. A bizonyitashoz felhasznaljuk a komplex szamkort és az algebra alaptételét. Konkrétan azt, hogy ha
p)=a+arxz+...+ apx®, akkor leteznek olyan aq, ao, . .., ay komplex szdmok, melyekre

(1) pl)=ar- (r—a1) (x—ag) ... - (. —ag)

teljesiil, tovabba ez az t.n. kanonikus alak az (x — «;) gyoktényezok sorrendjétdl eltekintve egyértelmi. Vilagos, hogy
a fenti a; szamok a polinom gyokei, tovabba, mivel a p(z) polinom valos egyiitthatos, ha «; gydke p(x)-nek, akkor
annak @; is gyoOke lesz, rdadasul e két gyck multiplicitdsa megegyezik, hiszen ha «; nem valés, akkor

p(z) p()

(@—a)(z—a) (22 —2Re(ow) -z + o)

valos egyiitthatos polinomok hanyadosaként maga is valos egyiitthatos. Ezért pontosan akkor létezik olyan valds
egylitthatos r(z) polinom, amelyre p(z) = T(:E)2, ha az aj, fGegyiitthaté nemnegativ, valamint p(x) fenti kanonikus
alakjaban minden (x — «;) gyoktényezd péaros sokszor fordul eld.

Az algebra alaptétele szerint tehat a kompoziciopolinom elGall

(2) p(p(2)) = ar - (p(z) — 1) - (p(z) — az) - ... (p(z) — )

alakban. Mivel p(p(z)) = q(:b)2, ezért fokszamaik megegyeznek: p(p(x))-é k2, q(x)2—é pedig paros. Igy deg(p(z)) = k is
paros. Az is latszik a (2) alapjan, hogy p(p(x)) f6egyiitthatoja aﬁ“, és ez megegyezik q(x)2 pozitiv f6egyiitthatojaval.
Ezért aZH > 0. Mivel k£ + 1 paratlan, innen a; > 0 adéodik.

Figyeljiik meg tovabba, hogy p(p(«)) kanonikus alakja megkaphato ugy, hogy a (2) szorzatban minden nemkonstans

tényez6t helyettesitiink az adott tényezének a k gyoktényezst tartalmazéd kanonikus alakjaval, azaz (p(:z:) — ai)—t egy
px)—ai=ap- (r—a;1) (x—ai2) ... (& —aik)

polinommal. A konstrukciobol vildgos, hogy p(ai;) = i, ezért a; # ay esetén a;; # o ;v adodik. Azaz p(p(z))
kanonikus alakjaban egy (z — «; ;) gyoktényezs el6fordulésainak szdma megegyezik az (1) kanonikus alakjaban az (z —
;) eléfordulasai szamanak és a p(x) —a; polinom kanonikus alakjaban az (z—a; ;) gyoktényezd elsfordulasai szamanak
szorzataval. A p(p(:t)) = q(;v)2 azonossag miatt tehat minden ilyen (v — oy ;) gySktényezd paros sokszor fordul els
p(p(z)) kanonikus alakjaban.

A feladat kérdésére adott igenls valasz igazolasédhoz elegend megmutatni, hogy az (1) kanonikus alakban minden
(z — ;) gyoktényezd paros sokszor fordul els. Ezt indirekt modon bizonyitjuk: tegyiik fel, hogy valamely (z — «;) gyok-
tényezG multiplicitasa paratlan. Tekintettel arra, hogy a p(p(z)) polinom fokszama k2, és a p(p(x)) = ¢(z)* azonossag
miatt k2 paros, a p(z) polinom k fokszaméanak is parosnak kell lennie. Ez viszont azt jelenti, hogy az (1) kanonikus
alakban a paratlan multiplicitast gyoktényezok szama paros. Létezik tehat egy a; # «; gyok, amelyre az (z — ay/)
gyoktényezs is paratlan sokszor fordul el6 az (1) alakban. A fenti megfigyelésiink szerint tehat mind a p(x) — «;, mind
a p(x) — ar polinomok kanonikus alakja olyan, hogy azokban minden gyoktényezs paros sokszor fordul els. Mas szoval,
léteznek olyan ri(x) és ra(x) polinomok, melyekre

(3) px) —ai=ri(z)> & p(x) - ap =ra(z)”.

Ezek szerint

ap —a; = (p(z) — o) — (p(x) — i) = r1(2)? = ra(a)? =

]
= (r1(z) +r2(2)) - (r1(2) — r2(2))

Azt kaptuk, hogy a bal oldalon talalhato konstans elGall két polinom szorzataként, vagyis mind 7 (z) + r2(z), mind
ri(x) — r2(x) konstans polinomok. Ekkor azonban ezek Gsszege, r1(x) + ra(x) + ri(x) — ro(x) = 2 - ri(x) is konstans
polinom, tehat (3) alapjan p(z) = r1(z)® — a; is konstans, ami ellentmond a kezdeti feltevésiinknek. Ezzel pedig
kétséget kizardan igazoltuk a feladat kérdésére adott igenls valaszt. g

II. megoldas. Meg fogjuk mutatni, hogy a megadott feltételek mellett mindig létezik olyan r valés egyiitthatos
polinom, melyre p(z) = r(z)°.

Ha p(p(:t)) = q(x)2, akkor (degp)2 = 2deggq, és igy a p polinom foka paros. Tovabba p f6egyiitthatoja pozitiv,
kiilonben a oo-ben p(p(x)), és igy q(x)” hatarértéke is negativ lenne. Legyen tehdt p(z) = as,2®™ + as,_12>" ! +
...+ a1z + ag, ahol n nemnegativ egész szam és as, > 0. Megmutatjuk hogy léteznek olyan r és s valés egyiitthatos
polinomok, melyekre p(z) = r(x)2 + s(z) és degs < n. Mivel egy ilyen r polinom foka csak n lehet, keressiik r-et
r(x) = bpa” +by_12" '+ ...+ b1z + by alakban. Akkor kapunk megfelel§ elGallitast, ha p(z)-ben és r(z)*-ben minden
n < j < 2n-re megegyezik 2/ egyiitthatoja. Ha b; értékét i = n,n — 1,...,0 sorrendben valasztjuk meg, akkor b;



megfelels valasztasaval elérhets, hogy 21 egyiitthatoja egyezzen. Legyen ugyanis b, = \/azn, ekkor 2" egyiitthatoja

egyezik. Tegyiik fel, hogy by, b, _1,. .., bi11 értékét mar rogzitettiik. Mivel r(x)z—ben " egyiitthatoja Z brbnii—k,
i<k<n

igy

Qp4q — Zi<k<n bkbn—i-i—k:

bi =
20,

valasztassal 2" egyiitthatoja éppen any; lesz r(x)*-ben is. Az igy megvélasztott n-edfokd r(x) polinomra valoban
n-nél kisebb foku lesz az s(z) = p(z) — r(z)* polinom.

Mivel q(x)2 = p(p(:z:)) = r(p(:z:))2 + s(p(:zz)), ezért

s(p(2)) = q(2)” = r(p(x))” = [a(z) + 7 (p(2))] - [a(z) = r(p(z))] -

Az s(p(z)) polinom foka s és p fokénak szorzata, és igy kisebb, mint 2n”. Ha s # 0, akkor ebbdl az is kivetkezik, hogy
a q(z) +r(p(z)) és g(z) — r(p(z)) polinomok foka is kisebb, mint 2n*. Ekkor viszont

q(z) + r(p(x)) + q(z) — r(p(x))
2

q(z) =

2
(degp)
) 2
p(x) = r(z)” 0

Megjegyzés. Williams Kada megjegyzése nyoman konnyen lathato, hogy az I. megoldas modszerével igazolhaté a kittizott

feladat azon altaldnositasa, mely szerint ha valamely valos egyiitthatos p(z) és ¢(z) polinomokra, illetve & > 2 primszamra
p(p(z)) = q(z)F teljesiil, akkor van olyan val6s egyiitthatos r(x) polinom, amelyre p(z) = r(z)" 4ll fenn.

foka is 2n2-nél kisebb lenne, ami ellentmondas, hiszen degq = = 2n%. Mindez azt jelenti, hogy s = 0, és igy



