I. megoldas. A megoldas soran az alabbi szohasznalattal éliink. Azt mondjuk, hogy a b pozitiv egész az a pozitiv
egészet felilrdl domindlja, ha a osztdja b-nek, és alulrél domindlja, ha b+ 1 osztoja (a + 1)-nek. (Minden pozitiv egész
tehat feliilrsl és alulrél is domindlja onmagat.) A b egész akkor domindlja a-t, ha b felilrél vagy alulrél dominalja
a-t. Az X halmaz pedig akkor domindlja az Y halmazt, ha Y minden y eleméhez taldlhato olyan z az X-bdl, amely
dominalja y-t. Végiil, pozitiv egészek egy Z halmazat akkor nevezziik fiiggetlennek, ha Z egyetlen eleme sem dominéalja
Z egy masik elemét. Az imént bevezetett terminologia segitségével a feladat allitasa ugy fogalmazhatoé meg, hogy
a pozitiv egészek minden véges A halmazanak van olyan fliggetlen B részhalmaza, amely dominalja A-t.

Tekintsiik az A halmaz mindazon C részhalmazait, melyekre

(a) C fiiggetlen, masfelsl
(b) ha A valamely z eleme alulrol dominalja C' egy elemét, akkor C feliilr6l dominélja z-et.

Létezik a fenti tulajdonsigokat teljesité C' halmaz, hisz az iireshalmaz példaul ilyen. Valasszuk a B halmazt ezen
C halmazok koziil ugy, hogy B a lehetd legtobb elemét dominalja feliilrél az A halmazban. Azt allitjuk, hogy egy
eképpen valasztott B halmaz rendelkezik a feladatban el6irt tulajdonsagokkal. Mivel B-t fiiggetlennek valasztottuk,
ezért csupan azt kell igazolni, hogy B dominalja a teljes A halmazt. Indirekt moédon bizonyitunk, tegyiik fel, hogy B
mégsem dominélja A-t.

Legyen tehat a az A halmaz legkisebb olyan eleme, amit B nem dominal, és legyen B’ := B\ D(a) U {a}, ahol
D(a) az a osztéinak halmazat jeloli. Megmutatjuk, hogy B valasztdsédnak ellentmondva a B’ halmaz amellett, hogy
tobb elemet domindl feliilrgl, mint B, teljesiti az (a) és (b) tulajdonsagokat is.

A konstrukciobol adédéan B’ az A halmaz minden olyan elemét feliilrsl dominalja, amely elemeket B feliilrsl
dominal, és ezen tul B’ feliilr6l dominalja a-t is. Ezért B’ tobb elemet dominal feliilr6l, mint B. A B részhalmazaként
B’ \ {a} fiiggetlen, tovdbba az a vélasztasabol adodéan B’ \ {a} nem dominalja a-t. S6t, a sem dominélja B’ \ {a}
egyetlen elemét sem: alulrél a B halmaz (b) tulajdonsaga miatt, feliilr6l pedig B’ definiciojabol adodoan. Ezért a B’
halmaz csakugyan fiiggetlen.

Veégiil, a (b) tulajdonsag igazolasahoz indirekt modon tegyiik fel, hogy x alulrél dominalja B’ egy y elemét. Ha
marmost y € B, akkor a (b) tulajdonsig miatt B feliilr6l dominalja x-et, igy B’ is, tehat teljesiil a (b) tulajdonség.
Ha pedig y ¢ B, akkor y = a és az alulrdl t6rténé dominélas miatt « < y. Mivel a az A halmaz legkisebb olyan eleme,
amit B nem dominal, ezért B dominélja z-et. Ha B feliilr6l domindlja z-et, akkor B’ is feliilr6l dominalja x-et, a (b)
tulajdonsag teljesiil. Ha pedig B egy z eleme alulrél dominalja x-et, akkor mivel x alulrél domindlja a-t, z is alulrél
domindlja a-t. Ez azt jelenti, hogy B mégiscsak dominalja a-t, ellentétben az a valasztasaval. A kapott ellentmondés
pedig azt igazolja, hogy B'-re teljesiil a (b) tulajdonsag, és ezzel a bizonyitast befejeztiik. O

II. megoldas. Az I. megoldasban bevezetett szohasznalatot tovabb bévitjiik. Pozitiv egészek egy véges H halmaza
tetejének nevezziik azt a H' halmazt, melyet H mindazon h elemei alkotnak, amelyet nem dominal feliilr6l a H egyetlen
h-t6l kiilonb6z6 eleme sem. Hasonléan, a H halmaz H*-val jeldlt alja a H azon h elemeibdl all, amelyet a H-nak h-
tol killonboz6 eleme nem dominal alulrél. Vilagos, hogy H' feliilrsl, H ' pedig alulrél dominalja H-t, tovabba, hogy
H tetejének egyik eleme sem domindlja H tetejének egy mésik elemét feliilrdl, illetve H aljanak egyetlen eleme sem
dominalja H aljanak egy maésik elemét alulrol.

Sziikségiink lesz még az alabbi megfigyelésre. Ha egy X halmaz alulrél dominalja az Y halmazt, tovabba az Y
alulrol dominalja Z-t, akkor X is alulrél dominalja Z-t. Legyen ugyanis z € Z tetsz6leges. Az Y és Z viszonya folytan
létezik olyan y € Y, amelyre y + 1 osztoja (z 4+ 1)-nek. Mivel X alulrol dominalja Y-t, ezért X-nek van olyan x eleme,
amelyre  + 1 osztja (y + 1)-et. Am ekkor = + 1 osztéja (z + 1)-nek is, azaz X alulrél dominalja Z minden elemét.

A tovabbiakban megadunk egy véges eljarast, amely tetszGleges A halmazhoz talal egy, a feladatban megkivant
tulajdonsagokkal rendelkezs B részhalmazt. Legyen

AO = A, BO = Ag és XO = BO \ BE)L
Ha mar meghataroztuk az A;, B; és X; halmazokat, akkor legyen
Ai+1 = Ai \ Xi, Bi+1 = A1T+1 és Xi+1 = Bi+1 \B;';Ll.

Figyeljiikk meg, hogy B;11 az A;11 teteje lévén felillr6l dominélja A;y1-et és a Bj alulrél dominalja B;-t, igy X;-t is.
Ugyancsak a definiciobol adodéan B = B; \ X; C Biy1, ezért By alulrél dominalja Bj-t, igy a B} altal alulrol
dominélt X;-t is. Vilagos, hogy Ag 2 A1 D A3 O ..., igy az A halmaz végessége miatt A = A1 teljesiil valamely
k-ra. Ez azt jelenti, hogy X = (), azaz By = B,ﬁ. Mivel BZ = (ADT = AZ = By, ezért By, fiiggetlen.

Megmutatjuk, hogy a B = Bj, halmaz megfelel a feladat feltételeinek. Lattuk, hogy By, fliggetlen, igy csupan azt
kell bizonyitanunk, hogy A-t is dominalja. Korabban lattuk, hogy By az Ag-t feliilr6l dominalja. Elegend6 tehat annyit
bizonyitani, hogy By alulrol dominélja az A\ Ay = XoUX1U...UX_1 halmazt. Lattuk azt is, hogy By, alulrél dominalja
az Xj—1 halmazt. Mivel By_1 C BpyUXj_1, ezért By, a Bi_1-et is alulrél dominalja. Hasonl6éan, By 1 alulrél dominalja
Xi_o-t, igy Bg_o-t is, tehat By is alulrél dominalja By_o-t. Ugyanez az érvelés mutatja, hogy By alulrél dominalja
X;-t és B;-t minden 0 < @ < k-ra. Mindezt Osszevetve kapjuk, hogy Bj alulrél domindlja az Xo U X3 U... U X;_4
halmazt. Ezzel pedig belattuk, hogy a B = By, halmaz rendelkezik a feladatban leirt tulajdonsaggal. ]



