I. megoldas. Megmutatjuk, hogy az éllitas pontosan akkor igaz, ha n 1-nél nagyobb paratlan szam. A konvexség-
b6l kovetkezik, hogy ha a sokszog csticsait Aq, Aa, ..., A,, az A; A;41 oldal felez6pontjat pedig F; jeloli (i = 1,2,...,n),
akkor F1Fs...F, is konvex n-sz0g, és az F;F;;1 egyenes altal meghatarozott két félsik kozill A;,1 az egyikbe,
az A1 Ay ... A, sokszOg Osszes tobbi csicsa pedig a mésikba esik.

1. dbra

Ha adottak az oldalfelezépontok és a sokszog A cstcsa, akkor ezek egyértelmiien meghatérozzak a sokszdget, mert
az adott cstcsot sorban tiikrozve az oldalfelez6pontokra megkapjuk az m-sz6g minden csicsat. Ebb6l az is latszik,
hogy a csucs fixpontja annak a transzformacionak, amit az Iy, Fy, ..., F, pontokra valo egyméas utani tiikkrozések
adnak meg. Tudjuk, hogy paratlan sok kézéppontos tiikrozés egymasutanja megegyezik egy kozéppontos tiikrozéssel,
paros sok kozéppontos tiikrozés egymasutanja pedig megegyezik egy eltoldssal (ami az identités is lehet, ha az eltolas
vektora 0).

Ha tehat n > 3 paratlan szam és az F1 Iy . . . F), sokszog szabalyos, akkor A; csak az a pont lehet, ami az Iy, Fs, ..., F,
pontokra valoé egymas utani tiikkrozések altal meghatarozott kdzéppontos tiikkrozés centruma, azaz az A; pont egyér-
telmien létezik. Mivel egy szabéalyos sokszog oldalfelezGpontjai nyilvan szabalyos sokszoget hataroznak meg, ezért A;
egyértelmiisége azt jelenti, hogy az A1 A, ... A, sokszog is szabalyos.

Ha viszont n > 4 paros szam, akkor A; barmely olyan pont lehet, ami az Fy, Fs, ..., F,, pontokra val6 egymas utani
tikkrozések altal meghatarozott eltolasnak fixpontja. Most abbdl, hogy béarmely szabélyos sokszdg oldalfelezGpontjai
szabélyos sokszoget hataroznak meg, az kdvetkezik, hogy a felez6pontokra valo tiikrozések egymésutanja a 0 vektorral
valo eltolas, azaz az identitds. Ennek minden pont fixpontja, tehat a sik tetsz6leges T’ pontjat sorban tiikrozve a fe-
lez6pontokra, az n-edik tiikrozés utan visszajutunk a 7' pontba. Ha T-t ugy valasztjuk, hogy elég kozel legyen annak
a szabalyos sokszognek egy csicsahoz, melynek oldalfelezGpontjai az Fy, Fy, ..., F, pontok, akkor a tiikrozések soran
kapott sokszog nyilvan konvex lesz, de nem szabélyos.

Ezzel allitasunkat belattuk.

II. megoldas. Hasznaljuk az I. megoldas jeltléseit, tovabba legyenek egy rogzitett O pontboél a szereplé pontokba
mutato6 helyvektorok a megfelels kovér kisbetiikkel jeldlve. Tudjuk, hogy barmely szakasz felezGpontjanak helyvektora
megegyezik a végpontok helyvektorainak szamtani kézepével. Ezért
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2. dbra

Ez azt jelenti, hogy ha n > 3 paratlan, akkor a felezGpontok egyértelmien meghatarozzak a csiucspontokat. Mivel
egy szabalyos n-szog oldalfelezépontjai szabalyos n-szoget alkotnak (hiszen az oldalfelez6pontok altal meghatarozott

sokszoget megkapjuk, ha az eredeti sokszoget a kézéppontja koriil T szoggel elforgatjuk és a kdzéppontbdl cos il arany-
n n

ban kicsinyitjiik, lasd a 2. dbrdt), ezért ebben az esetben az eredeti sokszog szabélyossaga kovetkezik a felezGpontok
altal meghatéarozott sokszog szabalyossagabol. Ha n > 4 paros, akkor viszont az (1) egyenlet szerint a felez6pontok-
nak eleget kell tenniiik bizonyos feltételeknek (ha pl. n = 4, akkor kénnyen lathato, hogy (1) éppen azt a jol ismert
tulajdonsagot jelenti, mely szerint tetszéleges négyszog oldalfelezGpontjai paralelogrammaét alkotnak), de a felezpon-
tok nem hatarozzak meg a csicsokat. Ha ugyanis by egy tetszSleges pont helyvektora és i = 1,2,...,n — 1 esetén
bi+1 = 2fl — bi, akkor ) )

b =2(fi_1—fi_o4+--+ (-1)'f) + (=1)" ;.

Ezért i < n esetén a B;B;;1 szakasz felez6pontja nyilvan F;, az pedig, hogy B, By felez6pontja F,,, az (1) egyenletbsl
kovetkezik, mert azt felhasznélva kapjuk, hogy

b = 2(f0 1 — fua o+ (1)) + (—1)" by =
:2((fn_fn)+fn71_fn72++f1) _b1:
=2f,—2-0—b; =2f, —b;.

Ha Bj-et ugy valasztjuk, hogy elég kozel legyen Aj-hez, akkor a BBy ... B, sokszbg nyilvan konvex lesz. Tehat ha
n paros, akkor végtelen sok olyan nem szabdlyos konvex n-szog létezik, melyek oldalfelezpontjai szabalyos n-szoget
alkotnak.

Vagyis a feladatban szerepld allitas akkor igaz, ha n 1-nél nagyobb paratlan szdm.



