Baran Zsuzsanna megoldasa. Be fogjuk latni, hogy a legkisebb ilyen b pozitiv egész a b = 6.

A feladat az, hogy minél kevesebb szomszédos pozitiv egész szamot kell taldlnunk ugy, hogy azok koziil mindegyik
P-jének legyen kozos primosztoja valamelyik masik elem P-jével. Ehhez megvizsgaljuk, hogy kozeli szamok P-jeinek
milyen k6zos primosztoja lehet, azaz hogy adott kicsi pozitiv egész x-ekre milyen p primre lehet p | P(n) és p | P(n+x)
(n pozitiv egész). Az x = 1, 2, 3 és 4-et fogjuk megvizsgalni.

ElGszor is, mivel n? +n = n(n + 1) paros, ezért P(n) mindig paratlan, igy p nem lehet 2.

x = l-re:

(M +n+1n+12+n+1)+1) =P’ +n+1;2n+2) =
= (n2+n+1;n—|—1) = (n2;n—|—1) =1.

Azaz P(n)-nek és P(n + 1)-nek nem lehet kdzds primosztoja.
T = 2-re:

0=n’+n+1=m+2)°+n+2)+1=n%+5n+7 (mod p),
0 =4n+ 6 (mod p),

2n = —3 (mod p),
0=4n®+4n+4 = (—-3)> +2(=3) + 4 = 7 (mod p).

Igy csak akkor lehetséges p | P(n) és p | P(n+2), hap =7 és 2n = —3 = 4 (mod 7), igy n = 2 (mod 7). Ilyenkor
tényleg fennall az oszthatosag: 22 +2+1 =42 +44+1=0 (mod 7).
T = 3-ra:

0=n’4+n+1=m+3)>+n+3)+1=n?+7n+13 (mod p),
0=6n+ 12 (mod p),

3n = —6 (mod p),

0=9n%+9n+9=(—6)>+3-(—6) +9 =27 (mod p).

Igy csak a p = 3 johet szoba.

Ekkor 124+1+1=0 (mod 3), de 0°+0+1=2%+2+1# 0 (mod 3), igy az n = 1 (mod 3) j6, de mas nem. Tehat
P(n) és P(n+ 3) kozos primosztodja csak a 3 lehet, mégpedig ha n =1 (mod 3).

x = 4-re:

0=n’+n+1=0n+4)°+ (n+4)+1=n%+9n+21 (mod p),
0 =8n+ 20 (mod p),

2n = —5 (mod p),

0=4n>+4n+4=(-5)>+2-(=5) +4 =19 (mod p).

Igy csak ap =19, 2n = —5 = 14 (mod 19), azaz n = 7 (mod 19) johet szoba. Ez megfelel§ is: 724+ 7+1=9>+9+1=
0 (mod 19). Tehat P(n) és P(n + 4) kozos primosztdja csak a 19 lehet, mégpedig ha n = 7 (mod 19).

Most az eddigiek alapjan prébaljunk létrehozni egy megfelels 6 elemi halmazt. Szeretnénk egy olyan a-t talélni,
hogy P(a + 1)-nek és P(a + 5)-nek, P(a + 2)-nek és P(a + 4)-nek, illetve P(a + 3)-nak és P(a + 6)-nak legyen kozos
primosztdja.

Legyen b =6 és a =1 (mod 3), a =6 (mod 19) és a =0 (mod 7) (ennek a kinai maradéktétel szerint van pozitiv
egész megoldasa).

Ekkor a +1 =7 (mod 19), igy 19| P(a+1),P(a+1+4), mig a4+ 2 =2 (mod 7), igy 7| P(a +2), P(a + 2 + 2),
végila+3=a+6=1 (mod 3), igy 3| P(a+ 3), P(a +6).

Igy a fenti a mellett a {P(a+ 1), P(a+2),...,P(a+ 6)} halmaz mindegyik eleméhez talalhaté egy masik elem,
amivel van kozos primosztoja, azaz a halmaz illatos.

Tegyiik fel, hogy van kisebb megfelel b is, azaz létezik b < 5 pozitiv egész, amihez létezik a pozitiv egész, hogy
{P(a+1),...,P(a+b)} illatos.

Nem lehet b = 2 vagy b = 3, mert P(a + 2) relativ prim P(a + 1)-hez és P(a + 3)-hoz is.

Nem lehet b = 4, mert akkor P(a + 2) relativ prim P(a + 1)-hez és P(a 4 3)-hoz, igy P(a + 4)-gyel kell kozos
primosztoja legyen, ami csak a 7 lehet (P(n) és P(n + 2) koz0s primosztoja csak a 7 lehet). Hasonloéan P(a + 3)-nak
P(a+1)-gyel kell kozos primosztoja legyen, de ez is csak a 7 lehet. Ez viszont azt jelentené, hogy P(a+1) és P(a+ 2)
egyarant oszthatoak 7-tel, ami ellentmondas.

Nem lehet b = 5 sem, mert akkor P(a + 3) relativ prim a szomszédjaihoz, igy P(a + 1)-gyel vagy P(a + 5)-tel kell
kozos primosztdja legyen, ez a primoszto pedig csak a 7 lehet. Ha 7 | P(a + 3), akkor 71 P(a + 2), P(a + 4). Ekdzben
P(a+2) relativ prim a szomszédjaihoz és mivel nem oszthato 7-tel, ezért relativ prim P(a +4)-hez is. Ekkor P(a + 5)-
tel kell kozos primosztéja legyen, ami viszont csak a 3 lehet (P(n) és P(n + 3) kozos primosztoja csak a 3 lehet).



Hasonléan P(a+4)-nek P(a+1)-gyel kell koz6s primosztoja legyen, ami viszont szintén csak a 7 lehet. Ekkor azonban
7| Pla+1)és 7| Pla+2), ami ellentmondas.
Tehat mégsem lehet b < 5, a legkisebb megfelel§ b szdm a b = 6.



